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Resumen 

En este trabajo damos una demostración simple de la descom- 
posición de ciertas representaciones polinomiales del grupo simétrico 
basadas en la parametrización de sus representaciones irreducibles de- 
sarrollada en [2]. 

1. Notaciones y definiciones generales 
Sea K un cuerpo de característica O, V el espacio vectorial K", { e1, ... , en} la 
base canónica de V y { X1, ... , Xn} la base de v· dual a {e¡, .. - , en}. Denote- 
mos por A al anillo de polinomios K [x1, ... , xn] y por EndK (A) al anillo de 
homomorfismos K -lineales de A. 

Definición 1.1. A la K-subálgebra de EndK (A) genemda por los opera- 
dores de multiplicación x¡ { con 1 :::; i :::; n) y los operadores diferenciales 
8;. = éi!i {con 1 :::; i :::; n}, la llamaremos el álgebm de operadores diferen- 
ciales K -lineales y la denotaremos por W. 

Observemos que W = K (xi, ... , Xn, 81, ... , 8n) donde hemos colocado los sím- 
bolos () para indicar que los generadores no conmutan, es decir aixi = 1 + X¡8i 

para cada 1 :::; i :::; n. Como es usual, para cada i � O sea A;. los polinomios 
homogéneos en K [x1, •.• , Xn] de grado i. 
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Sea lln = {1, ... , n} y Mn el conjunto de funciones a : Rn -+ No, donde No 
denota al conjunto de enteros no-negativos. Un elemento de M lo llamaremos 
un multi-índice y notaremos con ai = a (i) y a = (a1, ... , an)- Dados dos 
multi-índices a, {3 E Mn usamos la siguiente notación: 

n n n 
lo:I = Eo:¡, a! = I1 ai, (p) = f3! I1 (:;�), 

i=l i=l i=l • n 
xª = I1 xfi Y &° = -8°11�!�8.I... ... · 

i=l 1 .• n 

Proposición 1.2. Cada elemento D de W se escribe de modo úniro romo 
una suma finita 

D = � Ca,f3xªat3 
a,{JEMn 

con Ca,/3 E K. 

Demostración [3] Proposition 1.2. 

Definición 1.3. Sea {Wi}¡Ez la 71..-gmduación en W dada por 

deg (D) = máx {lal -1!31} 
a,{3EMnlc.,.,.BiO 

para cada D E W no nulo. 

Sea V un KG-módulo fiel, entonces la acción natural de Gen v• dada por 

(g · cp) (v) = cp (g-1 · v) cp E v·, v E v, g E e (1) 

se extiende a una acción de G en A dada por 

(g · p)(v) = p (g-1 · v) p E A,v E V,g E G 

de modo tal que la acción de cada elemento de G en A es un homomorfismo 
de K -álgebras. Es decir, para cada a E Mn y g E G 

Entonces tenemos una acción de Gen EndK (A) dada por 

(g · D) (p) = g · (D (g-1 • p)) p E A, D E Endx (A) , g E G 
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Dado p E A, sea lp E Endx (A) dado por 

qEA 

Además sea [ge] la matriz de gen la base canónica C de V, es decir 

n 

g · e, = ¿ (gc]ji ej 
j=l 

Proposición 1.4. Con las notaciones anteriores, si g E G entonces 
i} para cada p E A, 

ii} para cada i, 1 :$ i :$ n, 

n 

g · e. = L [gJk,iak 
k=l 

Demostración [1], pag. 37. 
Por lo tanto la acción de Gen Endx (A) se restringe a una acción en W. Sea 
Ia la K-subálgebra de los elementos G-invariantes de W, es decir 

Ia = { D E W I g · D = D, Vg E G} 

Sea 
I0 = { D E Ia I deg ( D) < O} 

y Na el subespacio de A dado por 

Na = {p E A I D (p) = O, VD E I0} 
Teorema 1.5. Na es de dimensi6n finita y todo KG-m6dulo irreducible es 
un constituyente de Na. 

Demostración [1] Theorem 2.3. 
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2. Representaciones de S¿ en anillos de poli­ 
nomios 

En esta sección vamos a realizar una parametrización para las representa- 
ciones irreducibles de Sn, utilizando el teorema. 1.5. Por simplicidad deno- 
taremos por N en lugar de Ns". 
A este fin consideremos la representación de permutación de Sn en K", es 
decir 

u· e¡= eu(i) u E Sn, 1 � í � n 
Entonces la acción anterior induce la acción natural sobre (Knr dada por 

(1 • Xi = Xu(i) (2) 

El grupo simétrico Sn actúa sobre Mn por 

a E Sn,a E Mn (3) 

Esta acción induce un homomorfismo natural de Sn en Aut(A), dado por 

Definición 2.1. Sea () el espacio de las órbitas de Sn en Mn para la ac.ci6n 
dada por {S). Si a, /3 E Mn pertenecen a la misma órbita, diremos que a y 
/3 son equivalentes y lo denotaremos por a "' /3. 
Para cada 'Y E() definimos 

Observamos que S"Y es entonces un KSn-mód.ulo. 

Definición 2.2. Dados 'Y,µ E O diremos que son equivalentes y lo deno- 
taremos por 'Y "' µ si existe una biyec.cí6n cp : N0 --+ N0 tal que 

Definición 2.3. Dado 'Y E O diremos que 'Y es n-minimal si para todaµ 
tal que u r« 'Y, es 1,1 � lµI, 
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Las órbitas n-minimales se caracterizan completamente con el siguiente 
lema. 

Lema 2 .4. Si 'Y E O, entonces 
i) 'Y es n- minimal si y sólo si existe un entero no negativo h tal que 

Im(a) ={O, ... , h -1} 

y 
OSi<h-l 

ii) Existe una única clase n-minimal equivalente a 'Y· 

Demostración [2] Proposition 2.4. 
Si 'Y - µ y ip es una biyección como en la definición 2.2, definimos el operador 
�EWpor 

aµ = .! I: xª8"ºª 
'Y µ! aE1' 

Este operador tiene las siguientes propiedades. 

Proposición 2.5. Con las notaciones anteriores 
i} 8� E Isn 
ii} a�: Sµ--+ S; es un isomorfismo de KSn-módulos. 

Demostración [2) Proposition 2.1. 
Como consecuencia de esta proposición tenemos la siguiente descomposición 
deN. 

Corolario 2.6. N = EB N n S,.. 
I n-minimal 

Demostración [2) Corollary 2.3. 
Para cada A� 11:n, si A= {li, ... , lr} con li S ... S lr, definimos 

ep¡A = det [ x�1·] 

Definición 2. 7. Sea I E O y a E 1 diremos que una partición 
'P = { h} de � es una a-partición si las restricciones a l1k de a a cada 
Ik son IIkl -minimales e inyectivas. Sea Fa el conjunto de a-particiones y 
para cada 'PE Fa definimos 
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Además sea 

Definimos 8 E Is., dado por 

i=l 

y para cada 1 E O, seas; el subespacio de Sy definido por: 

s; ={PE s.. 8(P) = O} 

Observamos que al igual que S-r, s; es también un KSn-mód.ulo. 

Teorema 2.8. Sea 1 E O una órbita n-minimal y a E"/, entonces 
i} Ó0 '1' O. 
ii} el KSn-módulo generado por ó0: (80) es irreducible. 
iii) s; = NnS-r = (8a)· 
iv} El conjunto {NnS-r}-y n-minimal es un conjunto completo de representa- 
ciones irreducibles de S«. 

Demostración Corolario 2.6 y [2] Theorem 4.2. 

3. La descomposición de S, 
Definición 3.1. Diremos que I E O es una 6rbita de tipo Ok1n-k para algún 
k, O :«s; k :«s; n si I es la órbita a la cual pertenece el multi-índice ak dado por 

. {º sil:«s;j:«s;k 
ªk (J) = 1 si k < j � n 

Además, si 1 E O es una órbita de tipo ok1n-k y 1r es la biyección 1í: N0 � N0 
dada por 

{ O sij=l 
1r (j) = 1 si j = O 

j si j # O, 1 

entonces la órbita de tipo on-k¡k, que denotaremos por 1r o 1, es equivalente a,. 
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Dado 
l = {i1, ... ,ir} 

definimos 

y para cada i, O s l :e:; r 

ei (xiu ... , xiJ = L xJ 
JcI,�J=l 

y por ijJ indicamos al cardinal de J. Observamos, por simple inspección del 
término 

r-1 

n- 
s=l 

que sil= O, 

ysil>O 
8ei (x¡1, ••• , X¡r) = (r - l + 1) ei-1 (x¡1, ••• , X¡ .. ) 

Teorema 3.2. Si , E O es una órbita del tipo Qk1n-k y para cada j, 
O::::; j ::::; n, µi E O es una órbita del tipo ()i¡n-i entonces 
i} si 2k � n 

n s; = EB s: 
i=k ; 

ii} Si 2k < n 
n 

S-r = f:B sz. 
j=n-k ' 

Demostración Lo demostraremos recursivamente. 
Si k =n 

S, = (1) = s; 
Sea k < n. Si 2k < n, 1r o 1 ,..., 1 y además 1r o 1 es n-minimal. Entonces la 
aplicación 
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es un isomorfismo de KSn-módulos y como tt o 1 es una órbita del tipo 
on-k1 k entonces por la recursión S'Y es isomorfo como KSn-módulos a Srrº'Y' 
es decir a n 

EB Sº 
j=n-k µj 

Si 2k � n,, es n-minimal y consideremos la aplicación 

a : Sµ,,_ � Sµ,,_+1 

Veamos que a es sobre. Si a E µk, sean 

I = a-1 (1) = {i1, ... ,in-k-1} y J = a-1 (O)= {1, ... ,n}-J ={ji, ... ,ik-1} 

Para cada j, Os j s n - k -1 < k, definimos 

ji (k - j)! 
ªj = (k + 1)! 

y 

n-k-1 
p = L (-l)Í a;<�-k-1-j (x¡l) ... , X.¡n-k-1) ej+l (x;l) ... , Xji.+1) E s,,.k+l 

j=O 

Entonces 
n-k-2 

{}p = L (-l/a;(j+l)en-k-j-1(xiu···,xi.,._ ... _1)ej+1(x;u···,x;,,_+1)+ 
j=O 
n-k-1 

+ L (-l)Í a;en-k-1-; (xii, ... , X.¡,._,._i) (k + 1 - j) e; (x;11 
••• , xii.+i) 

j=O 
n-k-2 L (-ll [a; (j + 1) - a;+1 (k-j)] en-k-i-1 (xi1, 

••• ,x4,_1,._i} e;+l (x;i, · .. ,x;,.+i) + 
j=O 

+ao (k - 1) Cn-k-1 (xiu · · ·, Xi,.._,,__1) 
X1 = X°' 

Además s; = K er ( 8) y entonces el teorema se sigue de la recursión. 
Del teorema anterior observamos inmediatamente que 

dim (s;) = dimKer (8) = 
(�) 

- (k: 1) 
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