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1. INTRODUCCION AL ANALISISDINAMICO DE
CIMENTACIONES PARA MAQUINAS.

1.1. Introduccion.

El objetivo fundamental de este trabgjo, es revisar la evolucion histérica del estado del arte de los
conceptos e interpretaciones fisicas que han permitido formular métodos analiticos y numeéricos
disponibles para el andlisis de las respuestas dinamicas de cimentaciones sometidas al régimen
de vibraciones forzadas, inducidas por maquinarias empleadas en procesos industriales.

A pesar del incipiente desarrollo industrial de Nicaragua, |a demanda de cimentaciones para
equipos industriales vibratorios es creciente, ggemplo de ello son los molinos y las desfibradoras
de los tandem de molienda de los ingenios azucareros, de los molinos de trigo y de las
cementeras, las turbinas de generacion eléctrica, sean éstas de combustible fosil, biomasa, o
edlicas, estaciones de bombeos, gruas vigeras, prensas, centrifugas, trituradoras rodillos de
laminacidn, y maquinas de impacto, antenas de radar, que entre otras méguinas industriales,

demandan obras de cimentaci6n sujetas a régimen de cargas dindmicas.

La necesidad de desarrollar disefios eficaces y econdmicos para las cimentaciones sometidas a
cargas dinamicas se ha vuelto mas importante en los afios recientes. Esto ha sido causado
principalmente por la expansion industrial, y por la tendencia hacia la fabricacion de méquinas
mas grandes. Los efectos perjudicidles que las vibraciones generan en las instalaciones
industriales, demandan el establecimiento de requisitos de seguridad ocupacional y estabilidad de

las estructuras y demés instal aciones cercanas alas maquinas vibrantes.

Los problemas implicitos en €l disefio de cimentaciones sujetas a cargas dinamicas comprenden
entre otros aspecto, las caracteristicas dinamicas de las maguina, sean estas rotatorias,
reciprocantes, de impacto, o de cualquier naturaeza. También deberdn considerarse el
comportamiento dindmico del sistema de cimentacién en € que se apoya la fuente de la energia
dindmica, y la respuesta dinamica del suelo debido a las excitaciones transmitidas por la
cimentacion, asi como el proceso mediante €l cual esta energia se transmite a traves del suelo a

las estructuras adyacentes.



El disefio de cimentaciones sometidas a cargas dinamicas es un procedimiento de pruebay error.
Las dimensiones iniciales se seleccionan considerando factores tales como las dimensiones del
equipo o estructura a soportar, el espacio disponible para la cimentacion y e estado de esfuerzo
estatico normal. El disefio ensayado debe ser analizado para determinar su carga dindmica, € que

debera gustarse y volver aanalizar si es necesario.

Este trabgo se refiere especificamente a métodos practicos para realizar e andisis dinamico
requerido y el dimensionamiento del sistema de cimentacion seleccionado empleando los
métodos de andlisis model ados mediante masas concentradas, resortes y amortiguadores, que es
aproximadamente equivalente a sistema cimentacion-suelo. En tales sistemas discretos, la masa
representa toda la inercia presente en € sistema rea, mientras que los muelles y los
amortiguadores, representan respectivamente la flexibilidad y amortiguacion del sistema. El paso
clave, por supuesto, es la evaluacion de los pardametros del sistema de pardmetros concentrados
equivalente. Unavez que esto se harealizado, las soluciones mateméticas disponibles del sistema

discretizado pueden utilizarse para estimar larespuestadel sistemareal.

1.2 Estado del arte para el disefio de fundaciones de maquinas
vibratorias.

El esqguema del documento sigue el orden cronolégico del desarrollo histérico de laevolucién del
tema, a partir de la dindmica de las zapatas circulares apoyadas en la superficie de un semi-
espacio elastico de suelo homogéneo e isGtropo, hasta € comportamiento de fundaciones
circulares y no circulares desplantadas en un depésito de suelo perteneciente a un semi-espacio
elastico. Para ello hemos recurrido entre otros, a los trabajos de K.G. Bhatia (2008) y Roesset
(2009), [1] donde se establece € estado del arte y panorama actual del estudio del disefio de

fundaciones para maguinas vibratorias.

Por la década de 1920 ya se conocian los problemas préacticos importantes de Ingenieria de
cimentaciones, para apoyar |la maquinaria que podria inducir vibraciones, generados por € cada
VEZ Mas creciente uso de equipos con cargas vibratorias, debido a la expansion del desarrollo
industrial. El disefio de las fundaciones para cargas dindmicas, dio lugar al campo de la dinamica
del suelo. «Geiger (1927) adelantd investigaciones para determinar la frecuencia natural de las



fundaciones, mientras que se dio un gran adelanto de la ciencia tanto en la teoria como en la
préctica por medio del trabajo de Rausch, quien investigo los cimientos para méquinas (1926) y
turbinas (1924). Por su parte, Timoshenko (1928) y Den Hartog (1934) trataron con gran cantidad

de problemas préacticos». [2]

Sin embargo, este enfoque en sus origenes data de los afios treinta, cuando e Fondo Aleman de
Investigacion Sobre Mecanica del Suelo, (Deuctche Forschschumgsgesellschaft far
Bodenmechanik), se proponiarealizar experimentos para determinar las caracteristicas dinamicas
del suelo. Eric Reissner (1874-1967) derivd la primera solucion anditica para los
desplazamientos verticales en la superficie de un medio espacio el éstico, homogéneo e isotrdpico
lineal sometido a una tension normal armonica uniformemente distribuida sobre un area circular.
Bao este supuesto los desplazamientos sobre € area circular serian variables. Reissner
selecciond € valor del desplazamiento vertical en e centro del area cargada como representativo
del movimiento de una fundacién rigida sin masa. La aplicacion de estos resultados para estudiar
las vibraciones de un cuerpo rigido que descansa sobre el suelo, representa por lo tanto una
aproximacion ya gue la distribucion de la tensiéon bajo una base rigida no seria uniforme pero era
desconocida. El soporte tedrico de tales experimentos, fue publicado por Reissner en 1936, los
gue constituyen la primera solucién de carécter analitico para € desplazamiento vertical en la
superficie de un espacio semi-infinito homogéneo, isotropico y elastico, caracterizado por sus
parametros elastodindmicos. La teoria del semi- espacio eléstico, propuesta por Reissner, es una
generalizacion del modelo empleado por Boussinesq en mecanica de suelos, para determinar €l
estado de esfuerzo-deformaciéon en la masa del suelo, debido a cargas estéticas aplicadas a

cualquier profundidad de la superficie libre.

Reissner desarrollé una solucion analitica para € desplazamiento vertical periddico en e centro
del area circular cargada en la superficie del semi-espacio elastico, mediante integracion de la
solucion de H. Lamb (1904) sobre un érea circular, en la que las fuerzas y los desplazamientos
son positivos hacia abagjo. Considerd como representativo el desplazamiento obtenido en e centro
del érea cargada, considerando que los esfuerzos verticales periédicos estarian distribuidos
uniformemente bajo € areacircular.



En realidad, € desplazamiento de la fundacion se especificaria mientras que las tensiones serian
cero sobre la superficie libre restante del medio espacio (problemade valor de frontera mixto). La
solucion para el caso vertical fue inmediatamente seguida por una solucién para las vibraciones
de torsion. El trabgjo alo largo de estas lineas fue continuado en los afios siguientes por Wilson
(1942), Reissner y Sagoci (1944), y por Shekhter, que utilizé e promedio de |os desplazamientos
en e centro y en € borde del &rea cargada para obtener curvas de amplificacion dinamica en

funcion de una frecuencia adimensional y unarelacion de masa.

Estas curvas fueron ampliamente utilizadas. Los afios cincuenta registraron un aumento
significativo tanto en € nimero de investigadores involucrados en esta &rea como en € nimero
de publicaciones relacionadas, con contribuciones importantes de Arnold, Bycroft, Quinlan, Sung
y Warburton, entre otros. Quinlan y Sung consideraron otras distribuciones de esfuerzos bgjo la
base circular paraevaluar € efecto de esta suposicion simplificadora sobre los resultados. Bycroft
explicd & amortiguamiento interno del suelo y estudi6 otros tipos de movimientos. Warburton
estudio la respuesta dinamica de una base rigida sobre una capa de suelo lineal elastica, isotrépica
y homogénea de grosor finito apoyada sobre una roca mucho mas rigida por oposicién a un
medio espacio, caso de importancia practica que presenta algunas diferencias marcadas en la
solucion. No sdlo la rigidez estética de la cimentaciéon sera mayor (dependiendo de la relacién
entre su radio y el espesor de la capa), sino que una capa de suelo tendra sus propias frecuencias
naturales, dando lugar a mayores fluctuaciones de la rigidez con la frecuencia (la rigidez se
convertiria en cero en la frecuencia de resonancia sin amortiguacion internd) y una falta de

radiacion por debajo de una frecuencia umbral.

Estudios adicionales fueron conducidos en los afios 60 por Borodatchev, Collins, Elorduy,
Gladwell, Kobori, Lysmer, Minai, Novak, Richart, Robertson, Sigalov, Stallybrass y Whitman
entre otros. La edicion en inglés del libro de Barkan, Dynamics of Bases and Foundations de
1962, tenia una importancia practica particular, ya que hasta entonces los principales libros sobre
fundaciones de maguinas habian sido en aeman (las varias ediciones de Machinen Fundamente y
Grunbau Dynamik de Lorenz) o en ruso como la obra de Barkan publicado por primera vez en
1948. La solucion del verdadero problema de valores limite mixtos, donde las tensiones se
especifican alo largo de la superficie del suelo, fuera del area de lafundacion, (superficie libre de
estrés) mientras que los desplazamientos se imponen en la base de un cuerpo rigido y sin masa,

fue abordado por Borodatchev en 1964 para el caso vertical.
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Un tratamiento integral del problema y una solucion gréfica alternativa para este caso fueron
presentados por Awojobi y Grootenhuis en 1965, y Lysmer proporciond una solucién numérica el
mismo afo. Sigalov extendio el trabajo de Boradatchev a vibraciones oscilantes, Robertson
utilizé una formulacion basada en una expansion en serie y Gladwell la extendio en 1968. Una
solucién rigurosa para la rigidez dindmica de una fundacion circular rigida y sin masa sobre la
superficie de un medio espacio dastico lineal, homogéneo e isotropico fue presentada en forma
gréfica y tabular sobre una amplia gama de frecuencias de Veletsos y Wei para las vibraciones
horizontales y de balanceo acopladas en 1971 y una solucion independiente fue publicada por
Luco y Westmann casi al mismo tiempo. Resultados adicionales para las excitaciones verticales y
torsionales y para los medios viscoelasticos o0 histeréticos fueron obtenidos por Veletsos y
Verbic. Todas estas soluciones representan puntos de referencia importantes y han contribuido en
gran medida a nuestra comprension del comportamiento de las fundaciones con losas bagjo cargas
dindmicas para vibraciones de pequefia amplitud. Sin embargo, hay pocos depésitos de suelos
gue pueden considerarse como semi-espacios homogéneos e isotrépicos, dado que € mdodulo de
elasticidad del suelo varia generalmente con la profundidad, y habra algunas rocas muy rigidas a

poca profundidad.

Desde la década de 1950 hasta 1970, destacan los aportes de T.Y. Sung (1953), P.M. Quinlan
(1953), Pauw (1953), Arnold y Warburton (1955) y Bycroft (1956), Jacobsen (1958), Norris
(1959), Harris y Crede (1961), T.K.Hsieh (1962), Barkan (1962), A. Major (1962), Borodatchev
(1964), J.Lysmer (1965), J.Lysmer y F.E.Richart (1966), Sigalov (1966), Whitman (1967; 1969;
1969), F.E.Richart y R.V.Whitman (1967), Elourdy (1969,) F.E. Richart, Jr., J.R. Hal, Jr., and
R.D. Woods (1970), M.S. Subrahmanyam (1971), A. S. Veletsos y Yau T. Wei  (1971),
R.V.Whitman y F.E.Richart (1976).

El estado del arte sobre el tema, hasta €l afio 1969, puede consultarse en la obra de Richart, Hall,
y Woods. (1970). [3]

Con la disponibilidad de ordenadores digitales y €l desarrollo de nuevas formulaciones discretas
(diferencias finitas, elementos finitos, e ementos de contorno), las soluciones para fundaciones en
la superficie o incrustadas en un suelo estratificado horizontalmente, fueron inmediatamente
divulgadas en los trabgjos de Waas (1972), (1974), Kausdl (1974), Luco (1983) y Dominguez
(1978), quienes desarrollaron estas teorias. Novak y Beredugo (1972), Kausel (1974) y Elsabee
(1977) estudiaron el caso de cimientos circulares parciamente incrustados en una capa de suelo
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asumiendo una union perfecta entre las paredes laterales y € suelo circundante, y sugirieron
formulas aproximadas para este caso. La rigidez dinamica de las pilas y grupos de pilotes
individuales (asumiendo de nuevo el comportamiento elastico lineal del suelo y la unién perfecta
entre la pilay €l suelo) fueron investigadas por Novak (1974), Novak y Nogami (1977), Blaney
(1976), Kayniay Kausel (1982) y Gomez (1984). A fines de los afios setenta, se podia calcular la
rigidez dinamica de cimientos con diferentes geometrias en depdsitos de suelos estratificados
horizontalmente con cualquier grado de precision deseado, siempre y cuando se pudiera asumir
un comportamiento eléstico linea para €l suelo, y un contacto perfecto entre e cimiento y el
suelo circundante, para vibraciones de pequefias amplitudes como se podria esperar para las
fundaciones bhien disefiadas de maéaquinas correctamente disefiadas). Sin embargo, las
cimentaciones en base a zapatas distribuidas han recibido mucha menos atencion, y algunos
estudios realizados han descuidado la interaccién entre ellas a través del suelo, haciendo que los
resultados sean cuestionables, a pesar de gue la interaccion entre dos fundaciones vecinas habia
sido estudiada por Warburton, Richardson y Gonzdlez (1977), a finales de los afios sesenta y
setenta.

Al mismo tiempo que se desarrollaron las formulaciones analiticas, Reissner explord la
posibilidad de reproducir sus resultados con un modelo de parametros discretos consistente en
unamasa, un resorte y un amortiguador, pero concluyé que sus valores tendrian que ser funciones
de la frecuencia y € no podia encontrar expresiones simples para ellos. Conclusiones similares
fueron alcanzadas por otros que intentaban hacer compatibles datos experimentales con modelos
simples. Shekhter. OY (1948), [4] por otra parte, encontré que los resultados para las funciones
de amplificacion en términos de una relacion de masa y una frecuencia adimensional podrian
aproximarse razonablemente mediante un sistema masa-resorte-amortiguador. Merritt y Housner
sustituyeron la fundacion por un resorte rotatorio en su estudio de 1954 de la interaccién sismica
suelo-estructura: Lycan y Newmark en 1961 reemplazaron la fundacién por una masa libre. En
1965, Fleming, Screwvala y Kodner utilizaron muelles horizontales y oscilantes para simular
efectos de interaccion en oscilacion y balanceo. Lysmer y Richart en 1966, Whitman y Richart en
1967, Hall en 1968 y Whitman en 1969, utilizaron de nuevo modelos de pardmetros agrupados
con manantiales, masas y puntos de ruptura. A principios de los afios setenta, Meek y Veletsos

usaron un cono truncado para explicar con éxito agunas de las caracteristicas basicas de la
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rigidez dindmica de una fundacion y mostraron que un simple sistema masa-resorte-amorti guador

no era suficiente para reproducir la solucién exacta en una amplia gama de frecuencias.

Para los valores peguefios de la frecuencia adimensional, y una masa constante, €l resorte y €l
amortiguador parecen reproducir razonablemente la variacion de frecuencia de los términos de
rigidez y esto ha dado lugar al concepto de una masa afiadida de suelo vibrando en fase con la
fundacion. De hecho, tal modelo fue propuesto en varios informes técnicos e incluso en libros
ampliamente usados, pero los estudios de Veletsos mostraron que no es correcto y que los
model os de pardmetros concentrados deben tener términos dependientes de la frecuencia o ser un
poco méas complgos. Veletsos y Wei y Veletsos y Verbic encontraron expresiones aproximadas
pero exactas para los términos de rigidez de una cimentacion circular rigida en la superficie de un
semi-espacio elastico, homogéneo e isotrépico, en funcion de la frecuencia adimensional y éstas
siguen siendo las megores férmulas simplificadas disponibles hasta la fecha. Con tiempo
suficiente para reproducir la solucién exacta en un rango extendido de frecuencias.

La rigidez dinamica de una base rigida o0 muy rigida puede representarse mediante una matriz 6
por 6 cuyos términos son funciones complejas de la frecuencia. La parte rea de estos términos
representalarigidez estéticay los efectos inerciales en el suelo (por lo tanto, la dependenciade la
frecuencia). Los términos imaginarios representan la pérdida de energia (amortiguacion) debida,
por una parte, alaradiacion de las ondas a g adas de la cimentacion (paratodas las frecuencias en
el caso de un semi-espacio o para frecuencias superiores a una frecuencia umbral cuando se trata
de un estrato finito de suelo) y, por otro lado, al amortiguamiento interno del material en el suelo
(asociado con & comportamiento no lineal del suelo y por lo tanto funcion del nivel de
vibraciones). La radiacion o amortiguacion geométrica aumenta en general con la frecuencia
siendo asi aproximadamente del tipo viscoso. El amortiguamiento interno del suelo seria
independiente de la frecuencia, ddl tipo histerético. Para una base superficial con dos planos de
simetria, se puede considerar que lamatriz de rigidez dinamica es aproximadamente diagonal y la
base puede ser representada por tres conjuntos independientes de resortes y puntos de rotacion,

dependientes de la frecuencia.

Para una base incrustada, €l acoplamiento entre las traslaciones horizontales y el balanceo no
puede ser descuidado, pero uno podria huevamente en muchos casos considerar 10s conjuntos
independientes de resortes y amortiguadores situados a cierta profundidad y no en la base. Para
las fundaciones flexibles o pilotes, este modelo simplificado ya no es aplicable y habria que
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seleccionar un nimero de puntos a lo largo del area de contacto entre la fundacion y € suelo y
derivar una matriz de rigidez dinamica con 3 grados de libertad en cada punto. Es comin

expresar |os términos de la matriz de rigidez dinamica en laforma:

WReq
V.

S

Todas las variables son funcion de la frecuencia circular w en radianes/ s, K i €Slarigidez

estatica correspondiente, Ceq es la constante de un equivalente amortiguador viscoso, Ry es e

radio equivalente de la fundacion s no es circular, Vg es la velocidad de las ondas de corte del
suelo, y k; son los coeficientes de rigidez dinamica. La presencia de un término imaginario

implica que la fuerza dindmica aplicada sobre € cimiento y el desplazamiento resultante no estan

en fase. Llamando f al angulo de fase entre éllos tanf = Kimag 1K, el

Los valores constantes (independientes de la frecuencia) de los dos coeficientes dinamicos
implicarian que € término puede ser reproducido por un resorte tradicional y un amortiguador.

Una variacion parabdlica de k; implica un resorte y unamasa que vibra en fase con la fundacion.
Lafigura muestrael coeficiente k; real y su variacion con lafrecuencia paralarigidez horizontal

de una losa circular descansando sobre la superficie de una capa de suelo de profundidad finita
con 5% de amortiguacion interna. Los resultados presentados son para un estrato de espesor fijoy
cimientos con radios diferentes.
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Fig (1.1):k, coefficient for horizontal stiffness of mat foundations (Rdesset 2009)

L as oscilaciones estan asociadas con las frecuencias naturales del estrato del suelo. A medida que
el radio de lafundacion disminuye y la relacion entre el espesor del estrato y el radio aumenta, la
amplitud de las oscilaciones disminuye y finamente los resultados se aproximan a la solucion
para un semi-espacio. Los resultados para un semi-espacio todavia mostrarian una pequefia
variacion con la frecuencia, pero seria mucho mas suave. El coeficiente de vibracion vertical y
rotaciéon (torsion u oscilacién) tendria por otro lado una mayor dependencia de la frecuencia,
incluso para un semi-espacio, particularmente para valores de la relacién de Poisson mayores de
0,4.

Al comparar datos experimentales con predicciones tedricas basadas en férmulas publicadas, se
debe tener en cuenta que estas Ultimas estan destinadas a fundaciones rigidas sin masa y para
suelos homogeéneos elasticos lineales. Incluir la masa de la cimentacion ensayada, no representa
ningun problema, pero requiere la consideracion de la respuesta de un sistema de uno o de dos
grados de libertad (dependiendo del tipo de excitacion) y por lo tanto la comparacién requiere
algunos célculos adicionales. A través de los afios, muchos de los investigadores mencionados
trataron de correlacionar los datos experimentales disponibles con las predicciones de las
formul aciones tedricas existentes en ese momento. Se ofrecieron varias razones legitimas paralas

discrepancias encontradas, una de las més comunes es |a existencia de efectos no lineales.
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Se podria esperar gue para una cimentacion bien disefiada, las deformaciones dinamicas
inducidas en €l suelo por las vibraciones de la maquina fueran muy pequefias y que, por lo tanto,
la elasticidad lineal se aplicaria generamente excepto en los puntos donde hay concentraciones
de tensiones, como en los bordes de una losa de cimentacion. Esto no sera siempre el caso para
las pruebas de campo en las que se utilizan diferentes frecuencias y amplitudes de excitacion, o
para las bases desequilibradas que han sido disefiadas incorrectamente. Los efectos no lineales
siguen siendo € principal aspecto que requiere de més investigacion en relacion con la rigidez
dindmica de |l as cimentaciones de |las maguinas. Debe observarse sin embargo que con efectos no
lineal es importantes la respuesta de una fundacion a una carga armonica de frecuencia Unica ya
no estara en esa frecuencia, sino que mostrara la participacion de otras frecuencias sub-arménicos
y sUper-armonicas y, por tanto, laamplitud del movimiento frente ala frecuencia de excitacion ya
no es significativa. Los resultados deben obtenerse en este caso para cada situacion especifica. El
andisis dindmico de una fundacién de méquina tiene que considerar por un lado la respuesta en
estado estacionario a millones de ciclos de una excitacion armonica con la frecuencia de la
maguina (velocidad de rotacion en ciclos por segundo) y por otro la respuesta transitoria al
arrangue y condiciones de parada, particularmente s la frecuencia natural del sistema es menor
gue la frecuencia de la méquina. En €l primer caso es habitual estimar la frecuencia natural del
sistema e intentar situarlo fuera de un rango centrado en la frecuencia de la méaguina para evitar
resonancias o altas amplificaciones. Esto evita tener que calcular las amplitudes de las
vibraciones resultantes, pero este céculo, aungque involucra cantidades complgas, es
extremadamente simple, requiriendo solo en la mayoria de |los casos la solucion de un sistema de
dos ecuaciones con dos incognitas. En cualquier caso, es importante que este tipo de andlisis
tenga valores precisos de larigidez de la cimentacion, particularmente en la frecuencia natural del
sistemay en la frecuencia de la maquina. El andlisis transitorio requiere ir desde el dominio del
tiempo hasta el dominio de la frecuencia y volver utilizando técnicas de transformacion de
Fourier, pero es mas tolerante con las pequefias inexactitudes en la variacion de frecuencia de la
rigidez.

Los aportes logrados en € ambito tedrico-experimental sobre €l tema de cimentaciones sujetas a
cargas dinamicas, han permitido una mayor confianza en la validez del enfoque basado en la
teoria del semi-espacio elastico. Las pruebas de campo realizadas a gran escala para medir las

Ilamadas constantes elésticas requeridas por la teoria para determinar los valores numéricos de
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los parametros del sistema discretizado equivalente, confirman las teorias basadas en |a hipotesis
de que € suelo es un espacio semi-infinito homogéneo, isotropico y eléastico. Esta teoria,
discutida por Richart y Whitman (1967) ha determinado los factores que influyen en el
comportamiento dinamico y ha proporcionado € Unico método satisfactorio para evaluar algunos

de estos factores.

Lysmer y Richart en 1966, fueron los primeros en proponer en método simplificado a partir de un
sistema de un grado de libertad, considerando la rigidez y & amortiguamiento como
independientes de la frecuencia. El enfoque se orientd a solucionar la respuesta de una
cimentacion circular desplantada sobre un semiespacio elastico, 1o que condujo a varios
investigadores al andlisis de la respuesta de la cimentacion circular, sujetas a solicitaciones mas
generales. momentos flectores y torsores, fuerzas horizontales oscilantes. Schekter (1948),
Richart (1953), Bycroft (1954), Hisieh (1962) y Lysmer (1966), estudian cimentaciones
superficiales sobre € semiespacio, sometidas a diferentes tipos de vibraciones; para lo que se
asumia una funcién de distribucion de las tensiones en la zona de contacto. El andlisis de una
zapata circular con otros modos de vibracion, condujo a lo que se conoce como el “circulo

equivalente” el cual nos permite calcular cimentaciones circulares y no circulares.

A partir de la década de 1980, cobran auge métodos analiticos simples para cimentaciones
superficiales empotradas, con geometria circular y arbitraria, desplantadas sobre un semiespacio
elastico. G. Gazetas (1984) [6] ha incorporado algunas mejoras a modelo de Lysmer y Richart,
para evaluar los coeficientes dindmicos de rigidez y de amortiguamiento del sistema de
cimentacion. Paralo cual se han propuesto métodos aproximados simples, realizados con auxilio
de programas de computo, que permiten cuantificar los coeficientes de rigidez y amortiguamiento

del suelo, basados en lateoria del semiespacio el éstico.

Los estudios [7] tedricos y experimentales readizados por Dobry y Gazetas (1986) para
determinar los coeficientes de amortiguamiento y de rigidez del suelo, dependientes de la

frecuencia de excitacion paralos seis modos principales de vibracién del sistema.

1.3 Efectos interactivos maquina-cimiento —suelo.
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El objetivo de este trabgjo, es revisar € actual estado del arte en la determinacion de las
respuestas dinamicas de las fundaciones para equipos que inducen vibraciones forzadas al

sistema de cimentacion y a suelo circundante.

Se abordan los efectos de los grupos de parametros adimensionales geométricos y de materiales,
en la determinacién de las funciones de rigidez dinamica y los coeficientes de amortiguamiento
en la respuesta de fundaciones masivas. Se incorporan gréficos normalizados y expresiones
matematicas simples para una variedad de perfiles idealizados del suelo y de la geometria de la
fundacion, ilustrandose € uso de estos datos para estimar 1os movimientos bidimensionales y
tridimensionales de traslacién y rotacion, o una combinacion de ambos, verificados en

fundaciones reales.

El principal objetivo propuesto en € disefio dindmico de una cimentacion, es cumplir con los
estados limite de servicio y de falla para las deformaciones y vibraciones del conjunto maguina-
cimentacion-suelo, de modo que se garantice reserva funciona para resistir las solicitaciones a

las que estara sujetaen su vida Util.

Se presta particular atencién a los efectos resonantes, 1os que ocurren cuando la frecuencia de la
fuerza de excitacion en una vibracion forzada de un cuerpo o0 un sistema, es igua a una de las
frecuencias naturales del cuerpo o del sistema, generandose grandes amplitudes del movimiento.
El valor particular de la frecuencia de la fuerza de excitacién que produce condiciones resonantes
se denomina frecuencia de resonancia para ese modo especifico de vibracion. Dado que la
resonancia produce grandes amplitudes, tiene implicaciones peligrosas para cualquier estructura,
maquina o sistema, causando severas falas. Por |0 tanto uno de los esfuerzos importantes de un
ingeniero que se ocupa del disefio dinamico de fundaciones de méguinas, es evitar condiciones

resonantes.
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En este sentido deberdn considerarse €l control de las amplitudes de vibracion debidas a las
acciones dindmicas propias del funcionamiento de la maquinaria, evitando que larelacion dela
frecuencia excitadora con la frecuencia natural del sistema maguina-cimiento-suelo, no esté
comprendida en e intervalo del ancho de banda contraindicado, previendo no ocurran las
condiciones de resonancia indeseadas en € disefio y construccién de cualquier sistema mecanico.
Debido a que generamente las frecuencias de excitacion estdn predeterminadas por los
reguerimientos de carécter funcional del equipo, deberan controlarse las frecuencias naturales del
sistema maguina-cimiento-suelo, para examinar la posible ocurrencia de amplitudes de

resonancia.



19

Generamente los equipos vibratorios generan amplitudes de desplazamientos dinamicos
pequefias, en comparacion con las cargas estéticas, y las deformaciones del suelo son casi
elasticas, despreciandose generamente la no linealidad y las deformaciones permanentes. Sin
embargo las acciones dinamicas suelen ser ciclicas periodicas 0 no periodicas, constante o
transitoria, periddica en forma de un pulso, o de impacto. Estas cargas dinamicas actlian durante
largos periodos de tiempo, pudiendo por tal razén ser generadoras de fallas por esfuerzo cortante
y asentamientos diferenciales en la masa de suelo, 10 que podria resultar arriesgado para la
operacion de |os equipos, requiriéndose por tal situacion de un comportamiento eléstico del suelo.
Dado que las fuerzas dinamicas imparten energia a los granos del suelo, se producen variaciones
en la friccién interna y la adhesion. Las cargas de impacto y las vibraciones pueden inducir

licuefaccion de arena saturada fina, generando inestabilidad.

En la mayoria de las soluciones presentadas, se asume un comportamiento isétropo viscoel astico
lineal, con amortiguamiento histerético y por radiacion geométrica para modelar las pérdidas de
energia debidas a esas pequefias amplitudes de deformaciones. También seran consideradas la
importancia de la anisotropia y la inhomogeneidad del suelo. El disefio de las fundaciones
sometidas a fuerzas dindmicas forma parte de la dindmica del suelo, la que tiene como objetivo
principal estudiar e comportamiento del suelo ante cargas de naturaleza dinamicas. La dindmica
del suelo, es una disciplina relativamente nueva de la ingenieria geotécnica, teniendo variados
campos de aplicacion en e contexto del progreso industrial y tecnoldgico, siendo uno de sus
objetos de aplicacion, desarrollar criterios para € disefio de las fundaciones bajo condiciones de
cargas dinamicas.

Para una primera aproximacion en la prediccion de las respuestas modales para vibraciones
verticales, y para modos de vibraciéon acoplados en e disefio de fundaciones de maguinas,
sujetas tanto en vibraciones libres como forzadas, es ampliamente empleado € modelo de
pardmetros concentrados masa-resorte-amortiguador, en € que se asume gue la cimentacion se
apoya en un suelo superficia idealizado como un resorte lineal carente de peso, con
amortiguamiento viscoso. Aundgue es bien sabido que e efecto de amortiguacion del suelo se
debe a la radiacion y a la pérdida interna de energia, se considera viscoso por comodidad

operacional matematica.
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Dado que €l resorte se considera ingravido para la conveniencia matemética, pero considerando
el suelo tiene peso, los resultados de este andlisis no coinciden exactamente con los valores
experimentales realizados para fundaciones de las méaquinas sujetas a vibraciones. Algunos
investigadores han propuesto modelos no lineales para simular la relacion constitutiva no lineal

del suelo, pero no se hadado una solucion eficaz paraevaluar larigidez no lineal del resorte.

A. Pauw [8] en 1953 considero € suelo como una piramide truncada que se extiende a la
profundidad infinita; e intentd evaluar € efecto de la constante de resorte sobre €l tamafio y la

formadel areade control y el efecto de la variacion del médulo del suelo con la profundidad.

Asumié que € modulo del suelo aumentaba linealmente con la profundidad para suelos sin
cohesion, mientras que se toma como una constante con la profundidad para suel os cohesivos. Un

modelo de discreto masa-resorte- amortiguador modificado, que implica € uso de la masa de
suelo participando en la vibracion, para la evaluacion de la constante de resorte K, y larelacion

de amortiguacion, D, ha sido propuesto por Subrahmanyam (1971).
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Fig (1.2} Pauw's assumptions

Las pruebas dinamicas de laboratorio realizadas en 1971 por Sankaran y Subrahmanyam, [9]
mediante dos aproximaciones del problema: una basada en la teoria de la elasticidad y la otra en
las pruebas de vibracion torsionales y longitudinales, evidenciaron de que la evauacion
independiente del modulo de cortante y la relacion de Poisson puede no dar € parametro del
suelo deseado gue es generalmente necesario para prever larespuesta de las fundaciones sujetas a
carga dindmica. EI modulo de cortante de las arcillas sujetas a condiciones dindmicas obtenidas
deberia ser utilizado con precaucion en la prediccion de la respuesta de las fundaciones bao
carga dinamica.

Las fundaciones de las maguinas tienen seis grados de libertad, tres en traslacion y tres en
rotacion, pero por conveniencia analitica se asume que tienen un solo grado de libertad SDF. Para

la construccion de un modelo con pardmetros concentrados, se agrupan la masas de la maguina y

de lafundacion Mf con ciertalamasa del suelo M g debajo de la cimentacion que participaen la
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vibracion. La masa combinada M =M ;¢ + Mg discretizada, se localiza en el centro de gravedad

detodo € sistema

Fi
F 9
i
7 torsion
> cabeceo
g
lateral

balanceo %
longitudinal

Y
Fig (1.3} Grados de libertad para fundaciones de maquinas.

Se considera que € sistema esta sometido a vibraciones puramente verticales y, por lo tanto, debe
de ser tratado como un SDF. El andlisis puede ser realizado a partir de los enfoques mas amplios,
como €l de la teoria del semi-espacio eléstico; o mediante € método de los resortes lineales
elasticos despreciandose e peso del suelo; o bien empleando resortes linedles elésticos
considerando €l peso del suelo. También se dispone de métodos empiricos, los que deberan
emplearse con muchas reservas. Para todos |os métodos es conveniente construir un modelo con

parametros concentrados masa-resorte-amortiguador.

El método del semi-espacio elastico, es comunmente el méas usado en la practica. Este método
parte de idealizar la cimentacion de la maguinaria como un oscilador mecanico vibrando con una
base circular apoyada en la superficie de un suelo asumido como un cuerpo semi-infinito,

isotropo, homogéneo y eléstico, e cua es referido como el semi-espacio elastico.
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Sin embargo, cabe sefidar que no existe un método racional para determinar la magnitud de la
masa de suelo que participa en la vibracion. Un criterio adoptado, es elegir un valor comprendido

entre cero y lamagnitud de la masa de lamaguinay de la fundacion en lamayoria de los casos.

Los enfoques empiricos basados en € tipo de méquinas, la velocidad o la potencia de
operaciones, ha sido superado por las mas recientes investigaciones, resultando obsoletos en el

presente.

Las dimensiones de las cimentaciones se fijan segun |os requerimientos operacionales de las
maguinas, y generalmente son preestablecidos por el fabricante. Si hay eleccién para el disefiador
de la fundacion, deben elegirse las minimas dimensiones que satisfagan los criterios de disefio.
Una vez decididas las dimensiones de la fundacién y conocidas las condiciones del sitio, la
frecuencia natural del sistema de la fundacion-suelo y las amplitudes del movimiento bajo

condiciones de funcionamiento, debera seguirse el proceso de pruebay error.

Los datos especificos necesarios para € disefio varian para diferentes tipos de méquinas. Sin
embargo, deberdn considerarse ciertos |os siguientes requisitos generales:

Diagramas de cargas mostrando la magnitud de las cargas estéticas y dindmicas gercidas por la
maguina.
Potenciay velocidad de operacion de la maguina.

Diagramas de linea mostrando las aberturas, ranuras para los pernos de anclajes a la cimentacion.

Detalles de piezas accesorias empotradas en la cimentacion.

Naturaleza del suelo y sus propiedades estaticas y dindmicas, asi como los parametros del suelo

para el disefio.

Método del semi-espacio eléstico. Método de los resortes lineal elésticos sin considerar € peso
del suelo. Méodo de los resortes lineal elasticos considerando € peso del suelo. Métodos

empiricos.
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La teoria para € disefio de cimentaciones superficiales y profundas en régimen de vibraciones
forzadas, ha logrado notables avances a partir de la década de 1960, cuyo estado del arte fue
revisado por Whitman y en los posteriores aportes realizados por Richart 1967 y McNeil en 19609.
[10, 11].

Actualmente se dispone de numerosas obras en las que se explora la naturaleza de fenébmenos
asociados con € comportamiento de las cimentaciones sujetas a vibraciones, |os que ha permitido
conocimientos claves para identificar y determinar los parametros que influyen en la respuesta
dindmica de los diferentes sistemas de cimentaciones para méquinas vibrantes. Se han
desarrollado formulaciones mateméticas simples, graficos adimensionales y programas
computacionales para determinar racionalmente la respuesta dinamica correspondiente a cada
caso especifico de fundaciones con diversas formas y rigideces, apoyadas en formaciones

estratigréficas de suel os superficiales o profundos.

Ademas de la seleccion y aplicacion de |os procedimientos analiticos apropiados para predecir las
respuestas en e disefio de fundaciones sujetas a vibraciones forzadas, se requiere del
establecimiento de criterios de comportamiento, la determinacion de las cargas dinamicas, y la
identificacion del perfil del suelo mediante ensayos realizados en €l sitio y en €l |aboratorio, para
determinar los parametros representativos de las propiedades dindmicas del suelo. La revision
exhaustiva de las mediciones realizadas para determinar |as propiedades dinamicas del suelo, ha
sido realizada por R. D. Woods [12] en 1978 mientras que Richart y Ozaydin et al, en 1980, [13]
han resumido los conocimientos actuales sobre los factores que influencian los pardmetros

dinamicos del suelo.

El desarrollo logrado en la determinacion de las propiedades de los materiales constitutivos del
suelo, complementan los avances alcanzados en el andlisis de vibracion en fundaciones, y
justifican €l uso de sofisticadas expresiones numéricas establecidas para su disefio. No obstante
las ventgjas de contar con métodos analiticos avanzados, su confiabilidad depende en Ultima
instancia, de la capacidad de predecir el comportamiento fisico exhibido durante las operaciones
reales de las méaquinas.

Debido a que la magnitud de las cargas dinamicas operativas de las maquinas es relativamente
pequefia en comparacion con su peso estatico y el de la propia cimentacion, es valido asumir un

suelo homogeéneo, elastico y lineal, suposicion que no debe considerarse restrictiva para aplicarse
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a una gran variedad de suelos estratificados, considerando la heterogeneidad de los mismos
mediante la union de estratos homogéneos. Las ecuaciones del movimiento se obtienen por
simple aplicacion de la teoria de la elasticidad bajo las hipotesis de pequefias deformaciones y

desplazamientos.

Sin embargo debe tenerse en consideracion que la deformacion en e suelo aumentara con cada
ciclo de carga, pudiendo llegar a tornarse inaceptable después de un cierto tiempo de operacion, y
que los depdsitos reales de suelos, exhiben propiedades anisotropicas, de inhomogeneidad y no
linealidad, lo que reviste alguna complgiidad analitica. EI comportamiento de un suelo ante

cargas dindmicas suele ser, por lo general muy compleo.

Considerando que la propagacion ondulatoria en el suelo debido a cargas dinamicas originadas en
maguinas industriales puede afectar € desarrollo de actividades humanas, su estudio constituye
un aspecto fundamental de ladinamica del suelo, disciplina que a partir de su origen en Alemania
en 1930, ha tenido muchos progresos en las Ultimas décadas por sus numerosos campos de
aplicacion, en la ingenieria sismica, en las vibraciones debidas a trafico, en las perturbaciones

inducidas por maquinariasy las debidas a explosiones.

Este trabajo se orienta hacia la prediccion de las vibraciones inducidas en el suelo por vibraciones
de maguinarias, 1o que requiere de la identificacion de los mecanismos emisores de las
perturbaciones ondulatorias, de la geometria del sistema de cimentacion y del estudio de la

propagacion ondulatoria en el suelo, paralo cual es necesario conocer sus propiedades dinamicas.

Seguin estas consideraciones, la amplitud y la frecuencia de vibracién de una maguina, junto a la
geometria de lafundacion y las propiedades dinamicas del prototipo de suelo, son los parametros
mas importantes a considerar en e planteamiento analitico para determinar los efectos de
respuesta dindmica en las cimentaciones sometidas a régimen vibratorio.

Para € andlisis de este tipo de fundaciones, generamente se adopta un modelo interactivo
maqui nas-cimiento-suel o, idealizado como un sistema masa-resorte-amortiguador, con uno o dos
grados de libertad, o bien mediante la teoria del semi-espacio elastico, siendo €l objetivo basico
de disefio, limitar su movimiento a amplitudes que no expongan a peligro por asentamientos

excesivos la operatividad de la maquina, y dafios a obras vecinas, ni causen molestias a personas
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que laboren en & entorno, para lo cua deben establecen estados limites permisibles para las
amplitudes y frecuencias de vibracion transmitidas al suelo.

El disefio de las cimentaciones para maguinas vibrantes es e problema mas frecuente en
dindmica de suelos, y reviste de alguna complejidad requiriendo de un especial y cuidadoso
andlisis de ingenieria, debido a que se transmiten a suelo cargas dindmicas de naturaleza ciclica,
tanto de tradlaciéon como de rotacién durante largos periodos de tiempo, 10 que demanda de
recursos analiticos apropiados que permitan obtener las respuestas dindmicas que garanticen el

buen desempefio previsto paralas maquinas.

Las maquinas reciprocantes o rotativas que producen vibraciones o fuerzas dinamicas
desbalanceadas, bien sean 0 no de naturaleza sinusoidal periddicas, se apoyan en blogques de
cimentacion estructural que transmiten al suelo las perturbaciones ondulatorias originadas en la
superestructura, a diferencia de las perturbaciones sismicas que se transmiten desde €l suelo ala
superestructura mediante la interaccion suelo cimentacion.

Para todos los casos en que e suelo es e medio transmisor ondulatorio, es imprescindible
conocer su comportamiento dindmico, bien sea para e adecuado comportamiento de las
cimentaciones de méaquinas que inducen perturbaciones ondulatorias, o para establecer larelacion
entre las condiciones del suelo y los dafios asociados con edificaciones durante sismos. La
propagacion de las ondas depende de las propiedades dindmicas del suelo, de su estratificacion y

de las condiciones de contorno.
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2. ELASTODINAMICA DEL SEMI-ESPACIO ELASTICO.

2.1 Introduccion.

L as estructuras de cimentacion para maguinarias vibratorias transmiten |os efectos perturbadores
hacia el suelo, a diferencia de |as perturbaciones sismicas que inducen sus efectos desde € suelo
a las cimentaciones y a la superestructura. Para ambas sSituaciones, las perturbaciones
ondulatorias vigjan através del suelo, por lo que reviste importancia conocer |os distintos tipos de
ondas y sus mecanismos de propagacion. La propagacion de las ondas depende de las
propiedades dinamicas del suelo, de su estratificacion y de las condiciones de contorno. Las
vibraciones, que suponen un campo de ondas incidentes, pueden resultar perjudiciales para las
estructuras, a funcionamiento de sus servicios basicos, 0 a sus ocupantes, por 1o que se requiere
estudiar la interacciéon suelo-estructura. La dinamica del suelo es de gran utilidad practica para
muchos problemas de ingenieria geotécnica en los que es necesaria la evaluacion de las
propiedades esfuerzo-deformacion y la estimacion de las fuerzas inerciales generadas durante la
aplicacion de cargas dinamicas a suelo. Los suelos en la realidad fisica, generamente exhiben
condiciones erraticas que incluyen, desde depdsitos idealizados como un medio elastico
homogéneo, tal es e caso de los horizontes estratigraficos profundos de arcillas, hasta
formaciones estratigréficas heterogéneas mas comunes y complgas, con caracteristicas no
lineales de esfuerzo deformacion, delimitadas por las condiciones de fronteras en las interfases

entre |os estratos.

Los primeros estudios sobre propagacion de ondas se deben a Rayleigh (1885) y a Lamb (1904),
[14,15] en los que se describen la existencia los dos tipos de ondas primarias longitudinales de
compresion o de dilatacion P y ondas de distorsion S que se transmiten libremente en e suelo

idealizado como un medio el &stico homogéneo, e isétropo infinito.

Dentro del medio de suelo, Unicamente pueden propagarse dos tipos de ondas P y S,
correspondientes a las dos soluciones que se obtienen de las ecuaciones del movimiento. Las

ondas primarias P Unicamente generan desplazamientos de las particulas sin rotacion en la
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direccién de propagacién; mientras gue las ondas secundarias transversales de distorsién S son
equivolumétricas, debido a que € desplazamiento se produce sin cambio volumétrico de las
particulas, en direccion normal ala propagacion. Este tipo de ondas puede descomponerse en sus

componentes vertical SV y horizontal SH.

Para un medio considerado como un semi-espacio eléstico semi-infinito, la superficie libre es una
frontera que permite obtener un tercer tipo de ondas R superficiales denominadas Rayleigh, que
son e resultado de la combinacién de los dos tipos de ondas P y S. Estas ondas generan
movimientos elipticos retrogrados, en un plano determinado por la direccion de propagacion y la
normal a la superficie libre del sdlido y no se propagan dentro del medio. A medida que nos
ubicamos méas profundamente, la elipse se va aplastando hasta que a una cierta profundidad
degenera en un segmento y a partir de ali vuelve paulatinamente a tenerse un movimiento
eliptico pero de sentido directo, propiedad conocida como evanescencia. Las amplitudes de estas
ondas son maximas justo debajo de la superficie y decrecen rapidamente con la profundidad, en
dependencia del modulo de Poisson y de la longitud de onda. La velocidad desciende con la
profundidad, de modo que a una profundidad del orden de 1 a 2 veces la longitud de onda, son
imperceptibles. Los casos sefialados se pueden analizar a partir del estudio de la propagacion de
ondas, tanto en suelos perteneciente a un semiespacios infinito homogéneo, o estratificados.

Estos tres tipos de ondas vigjan con diferentes velocidades y por ende se reciben en tres tiempos

diferentes. Las ondas P son las primeras en ser registradas con una velocidad Vp seguida de las

ondas S con velocided Vgy por ultimo arriban las ondas Rayleigh con mayor amplitud y

V,
MVS; 0.87<—R<0.96

velocidad VR =
1+n Vg

Para un semi-espacio elastico excitado por una carga vertical oscilatoria normal ala superficie, €
67% de la energia total corresponde a las ondas Rayleigh, € 26% alasondas S, y d 7% a las
ondas P.
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Posteriores estudios sobre propagacion de ondas superficiales, realizados por € geofisico y
matemético britanico Augustus Edward Hough Love (1863-1940), [16] — conocido por sus
trabajos en la teoria matemética de elasticidad, y en lapropagacion de ondas — quien predijo
mateméticamente en 1911, que también en la superficie libre de los cuerpos sdlidos se propaga
una onda polarizada horizontalmente en el plano de la superficie y que implica una oscilacién de
la particula en € sentido normal a la direccion de propagacion con un movimiento eliptico. Las
ondas de Love, denominadas asi en su honor, son el resultado de lainterferencia de numerosas
ondas del tipo S propagadas por una capa elastica superficial sin otra capa exterior, situada por
encima de otro medio eléstico y se transmiten con una velocidad més bajaquelas P o las S, pero
mas rapida que las ondas Rayleigh. Por haber sido primeramente observada por Gutenberg,
también se la conoce como onda G.

En 1924, € fisico britanico Robert Stoneley (1894 - 1976).[17] demostrd que cuando dos cuerpos

el &sticos se superponen, por la superficie de contacto de ambos se propaga una onda como la de
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Rayleigh, polarizada en un plano determinado por la norma a la superficie de contacto y la
direccion de propagacion de la perturbacion. EI movimiento de oscilacion de la particula es
retrogrado. Este tipo de ondas Stoneley de interfase, o de superficie, de gran amplitud, es
generada por un dispositivo sonico en un pozo, y pueden propagarse a lo largo de una interfase
solido-fluido, asi como a lo largo de las paredes de un pozo lleno de fluido, siendo los ultimos
arribos de una fuente monopolar y constituye la principal componente de baja frecuencia de la
sefid generada por fuentes sonicas en un pozo. El andisis de las ondas de Stoneley es de mucha
utilidad en las localizaciones de fracturas y de la permeabilidad de formaciones, y constituye una

fuente importante de ruido en los perfiles sismicos verticales.

Para el andlisis de las formaciones homogeéneas, se recurre ala propagacion ondulatoria, segin la
teoria de la elastodinAmica del semi-espacio elastico. Mientras que para las formaciones
estratigréficas heterogéneas con propiedades diferentes, se dispone del andlisis de refraccion y
reflexion que experimentan las ondas de cuerpo P a su llegada a la superficie de contacto de
acuerdo con la ley de Snell, considerando la division de la energia originada en € punto de
incidencia, y ladescomposicion delasondas Py Sal arribar ala superficie de campo libre.

En este trabgjo no pretende cubrir € estado del conocimiento en propagacion de ondas, sino
simplemente presentar los fundamentos que se requieren para € mango de los conceptos
fundamentales que se tratan en la dinamica de suelos. En primer lugar se indicaran los tipos de
ondas elésticas existentes en un medio infinito, posteriormente se analizara la propagacion de
ondas en un medio semi-infinito con caracteristicas tanto homogéneas como |as correspondientes
aun medio estratificado.

Un problema basico importante y Util para € analisis de la propagaciéon de las ondas en los
suelos, es el problema de un semi- espacio elastico cargado en su superficie por una carga
dependiente del tiempo. La carga puede fluctuar sinusoidal mente con e tiempo, o puede
aplicarse en un tiempo muy corto, y luego permanecer constante. Para el caso de una carga de
pulso concentrada la solucion ha sido dada primero por Lamb (1904) y luego por otros, como
Pekeris (1955) y De Hoop (1960). Todas estas soluciones son mateméticamente bastante

complgas, sin embargo. Por lo tanto, se hard un enfoque simplificado, en e que e problema
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elastico se aproxima sin tener en cuenta los desplazamientos horizontales y, por lo tanto, se
consideraréan solamente los desplazamientos verticales. Esta aproximacion fue sugerida por
primera vez por Westergaard (1936), y se denota como elasticidad confinada. Se ha demostrado
en e capitulo anterior que este método aproximado da muy buenos resultados para los problemas
elastostéticos del mismo tipo. La extension a los problemas de La elastodinamica fue sugerida
por primera vez por Barends (1980). Mediante la el astodinamica | os aspectos més importantes de
las soluciones, como la magnitud de los desplazamientos verticales, y el efecto de la
amortiguacion, se puede aproximar razonablemente bién. La solucidn de estos problemas seran

utilizados como elementos basicos para el andlisis de vibracion de la fundacion.

Posteriormente, se presentara la solucion completa de a gunos problemas de el astodinamica de un
semi-espacio (0 medio plano), utilizando métodos desarrollado por Pekeris (1955) y De Hoop
(1960). Estos incluyen las soluciones para una carga lineal y una carga puntual sobre la superficie

de una semi-espacio el astico.

Como introduccion a las soluciones de problemas particulares, se presenta algunos aspectos
generales de la propagacion de las ondas en médios elésticos homogéneos, con una breve
introduccion de las ondas de compresion y |as ondas de corte, que son importantes en la solucion
de muchos problemas. Também se da una descripcion general de las ondas de Rayleigh, que
aparecen en problemas a del semiespacio, y que son los principales responsables del dafio

causado por los terremotos.

Las respuestas del suelo ante solicitaciones dindmica son en términos generales muy compleas.
Normalmente € suelo esta compuesto de una estructura formada por una combinaciéon de
diferentes materiales, bien sea esta sdlida o porosa ocupada parcialmente por agua. Estas
caracteristicas conducen a que e suelo tenga un comportamiento anisotropo y no linedl,
exhibiendo un acoplamiento entre la estructura solida y €l agua para condiciones de saturacion
total o parcial. Ante la presencia de suelos secos no cohesivos, suele despreciarse €

comportamiento no lineal y admitirse un comportamiento eléstico lineal.

Aqui se presentan |os fundamentos matematicos sobre la propagacion de ondul atoria para suelos
de naturaleza homogénea e isétropa, en ausencia de fuerzas de volumen, asumiendo las hipdtesis
de pequefias deformaciones y comportamiento eléstico lineal. Valiéndose del recurso matematico
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analitico, se demuestra que la propagacion de las ondas puede descomponerse en un movimiento
longitudinal y otro transversal a frente de onda.

Para el caso estudiado de un semiespacio homogéneo u horizontalmente estratificado, €l
movimiento transversal puede ser descompuesto en un movimiento transversal paralelo y normal
a la superficie de campo libre, 10 que permite desacoplar las ecuaciones simplificando su

solucion.

La determinacion de las propiedades dindmicas del suelo, requiere de métodos de exploracion
como el método sismico de refraccion y €l andlisis sismico de las ondas superficiales (SASW).
Ambos métodos requieren de la medicion de la respuesta del suelo en diferentes puntos excitados
por un impulso. “Mediante el método sismico de refraccion se puede determinar la velocidad de
las ondas P en un suelo estratificado. Este se basa en medir los tiempos de |legada de las ondas
primarias (P) a cada uno de los puntos de medida. Las primeras ondas en registrarse son las ondas
P directas para los puntos mas cercanos a la fuente, mientras que para los més alejados suelen ser
las P refractadas. Esto se debe a que normamente las capas inferiores suelen poseer unas
velocidades de propagacion mayores, luego la mayor distancia que deben recorrer las ondas
refractadas se compensa con la mayor velocidad de las mismas. De esta forma, se obtiene una
curva lineal atrozos que relaciona e tiempo de llegada de las ondas P a cada uno de los puntos
de medida. La estratigrafia de la velocidad de las ondas P se calcula a resolver un problema
inverso tedrico. Por otra parte, mediante el méodo SASW se puede determinar la velocidad de
las ondas Sy & amortiguamiento de un suelo estratificado. Este método se basa en e carécter

dispersivo de las ondas superficiales en un semiespacio estratificado”. [18]

Seran establecidas las ecuaciones del movimiento ondulatorio para suelos en los que se supone
un comportamiento homogéneo, elastico y lineal. Esta suposicion restrictiva, puede aplicarse a
una gran variedad de suelos, considerando que la heterogeneidad puede ser tenida en cuenta
mediante la union de diferentes estratos homogeéneos. Las ecuaciones del movimiento se obtienen
por simple aplicacion de lateoriade la elasticidad bajo las hipdtesis de pequefias deformaciones y
desplazamiento, planteadas en coordenadas cartesianas, las que a conveniencia pudiesen
extrapolarse a coordenadas cilindricas o esféricas.
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En e medio definido, silo se pueden propagar |os dos tipos de ondas que corresponden a las dos
unicas soluciones que se obtienen de las ecuaciones de movimiento, llamadas ondas de
compresion, primarias de dilatacion, y las conocidas como ondas cortantes secundarias o
distorsionales. En un medio semi-infinito la superficie de campo libre constituye una frontera que
permite obtener una tercera solucién a las ecuaciones de movimiento para un tercer tipo de ondas
superficiales conocidas como ondas Raeygh, que producen en las particulas movimientos

elipticos, y cuyas amplitudes decrecen répidamente con la profundidad.

En los problemas de propagacion de ondas, € suelo generalmente se modela como un material
viscoel &stico cuyas propiedades €l asticas son caracterizadas mediante | as constantes de Lamé, las
gue dependen del médulo de €elasticidad y de la relacion de Poisson. El estudio de las
perturbaciones ondulatorias se basa en la teoria de la éasticidad, fundamentaimente en las

ecuaciones de Navier.

Durante su propagacion en el medio, la onda sufre pérdida de energia y se atentia, y su amplitud
decrece con ladistancia. La atenuacion de las ondas se produce por amortiguamiento geomeétrico,
el que depende de la propagacion y del tipo de ondas. Para ondas gque se propagan en un frente

semi-esférico, la amplitud decrece en proporcion con ladistanciaalafuente 1/r . Las amplitudes

de las ondas superficiales que se propagan con frentes de ondas cilindricos, decrecen con 1/ r2.
En lo que respecta a la atenuacién geométrica de las ondas longitudinales y de corte alo largo de
la superficie libre, no es posible una analogia con casos anteriores, pero se puede demostrar que
debido a la fuga de energia en e espacio libre, la atenuacion de desplazamiento varia con €
cuadrado de la distancia (Richart et a., 1970). En resumen para un semi-espacio elastico lineal
una ley de potencia smple del siguiente tipo puede expresar el amortiguamiento por radiacion

radiacion en laamplitud de las ondas:

2  Para ondas longitudinales y transversales en la superficie

o R 1 Para ondas de cuerpo en el sélido
»
1/2 Para ondas Rayleigh
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Los modelos anadliticos mas empleados para € amortiguamiento del material, son €
amortiguamiento viscoso y €l amortiguamiento histerético. El amortiguamiento viscoso consiste
en una fuerza disipativa que depende lineamente de la frecuencia mediante e factor —iw.
Mientras que en el amortiguamiento histerético, la disipacion de la energia mecanica es
independiente de la frecuencia. Para ambos tipos de amortiguamiento, las fuerzas disipativas

estan desfasadas €l valor p respecto alavelocidad de las particul as excitadas.

La propagacion ondulatoria puede ser tratada en el dominio del tiempo, o de la frecuencia. La
relacion entre ambos dominios se establece mediante la transformada de Fourier. Las técnicas
para estudiar la propagacion de ondas en medios elasticos, se agrupan en analiticas y numéricas.
Las soluciones analiticas son € recurso més rapido y de facil mango y se emplean para
problemas simples. Para problemas mas complejos se dispone de técnicas numéricas como €l
método de los elementos de contorno, el méodo de las diferencias finitas, e método de los
elementos finitos, y otros métodos semianaliticos como €l thin layer, €l layer-transfer-matrix y el

meétodo pipe-in pipe.

2.2 Evolucion historiogréafica de la teoria de la elasticidad.

Lateoria moderna de la elasticidad se origin6 en 1821 cuando Navier presenté por vez primera €l
equilibrio y e movimiento de un solido €l astico.

Para entender la evolucion de nuestras concepciones modernas sobre elasticidad, y dada su
importancia en e estudio de las perturbaciones transitorias y estacionarias, es necesaria una
mirada retrospectiva a las investigaciones de los siglos XVII y XVIII, cuando el conocimiento
experimental permitié formular algunos principios basicos que rigen e comportamiento de los

cuerpos deformables.

La primera referencia que se tiene sobre elasticidad en la cultura occidental, es e segundo
dialogo de la “Discorsie Dimostrazioni matematiche” de Galileo Galilei (1638). Aunque en este

didogo Galileo no establecio relaciones matematicas entre esfuerzo y deformacion, el conocido
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problema de Galileo, marco un hito y abridé nuevas perspectivas y motivaciones para muchos
investigadores que le sucedieron. La historiografia de la evolucion de la teoria de la elasticidad
desde Galileo (1639) hasta Saint Venant (1850), puede consultarse en € Tomo | de la obra de
Todhunter y Pearson 1886. [19]

Sin duda, € préximo gran hito en la teoriainiciada por Galileo, es e descubrimiento de laley de
Hooke en 1660 y publicada hasta 1676. Estaley proporciono la base experimental necesaria para
lateoria. En 1678 formul6 esta ley de la siguiente manera: "Ut tensio sic vis ", es decir, € poder
de cualquier resorte esta en la misma proporcion que la tension en el mismo’. Por tensién Hooke
entendio, mientras procedia a explicar, 10 que ahora llamamos extensiéon. Hooke probablemente
no aplico esta ley para resolver e problema de Galileo. Esta aplicacion fue hecha por Mariotte,
quien descubrio la misma ley de forma independiente en 1680. Hooke en Inglaterray Mariotte en
Francia se apropiaron del descubrimiento experimental de lo que ahora se denomina como las
relaciones esfuerzo-deformacion.

En € intervalo entre el descubrimiento de la ley de Hooke y la formulacién de las ecuaciones
diferenciales generales de elasticidad realizadas por Navier, la atencion de los investigadores en
la teoria de la elasticidad se dirigié principalmente a la solucion y extension del problema de
Galileo, las teorias relacionadas de la vibracion de barras y placas, y la estabilidad de las
columnas. Muchos matematicos y fisicos famosos, tales como James Bernoulli, Daniel Bernoulli,
Euler, Lagrange, Coulomb, Young, tomaron parte en estas investigaciones. Aunque muchos
problemas especiales fueron resueltos durante este periodo, sus investigaciones no condujeron a
generalizaciones amplias. La situacion se complicé principalmente por problemas no resueltos
relativos a la constitucion de los cuerpos. De acuerdo con la concepcion newtoniana, 10s cuerpos

materiales estan formados por pequefias

La idea de rari- constantes materiales proviene de los primeros trabajos de Navier [1827] y su
modelo de materia, conocido como teoria molecular, primero presentado en Academie des
Sciences € 14 de mayo de 1821. Basicamente, e modelo propuesto por Navier tiene como
objetivo explicar e comportamiento de los sblidos elasticos como e de un entramado de
particulas (moléculas) que interactlan juntas a través de fuerzas centrales proporcionales a su
distancia mutua. Esta no es una idea nueva: tiene su Ultima base en los trabgjos de Newton
[1687].
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Newton consideraba que las moléculas tenian tamarios finitos y formas definidas. Sin embargo,
sus sucesores simplificaron gradualmente las moléculas en puntos materiales. La concepcion de
puntos materiales resultd ser muy Gtil en muchas ramas de la mecanica. Sin embargo, su
aplicacion a los problemas de elasticidad a menudo condujo a resultados simplificados. En
particular, la concepcion del punto material entre los cuales actlan las fuerzas centrales, conduce
a un menor nimero de constantes elasticas de las que son realmente necesarias para describir los
medios. Navier (1785-1836) fue el primero en investigar las ecuaciones generales de lateoria de
elasticidad, contenidas en sus memorias a la Academia de Paris de 1821. Baso sus andisis en la
concepcién newtoniana molecular de la constitucion de los cuerpos, y asumio que las reacciones
elasticas surgen de las variaciones en las fuerzas intermol eculares que son debidas a cambios en
la configuracion molecular. El consider6 las moléculas como puntos materiales, y asumio que la
fuerza entre dos moléculas, cuya la distancia aumenta ligeramente, es proporcional a producto
del incremento de la distancia y alguna funcion de la distancia inicial. Su método consistio en ir
formando una expresién para las fuerzas que actlan sobre una molécula desplazada. Las
ecuaciones fueron asi obtenidas en términos de los desplazamientos de la molécula. Navier
asumio que € material era isotropico, y las ecuaciones de equilibrio y vibracion para contener
una sola constante. Ahora sabemos que un medio isétropo es caracterizado por dos constantes
elasticas. Esto demuestra las simplificaciones que surge de la concepcion de los puntos materiales

y las fuerzas centrales que acttan entre ellos.

Por lo que se refiere a la mecanica de solidos, el verdadero iniciador de la teoria molecular se
considera que es Boscovich [1743]; otros trabajos sobre este tema, antes del memoire de Navier,
son aquellos de Poisson [1811, 1814] en € equilibrio de las placas flexadas, mientras que las
contribuciones fundamentales se deben a Cauchy [1828], Poisson [1829] y a Saint-Venant
[1844].

Laidea basica en €l enfoque molecular clasico de Navier y Cauchy, o sea e continuo como un
limite de una red discreta de particulas que interactUan juntas a traves de fuerzas centrales, tiene
una consecuencia directa, requiriéndose 15 modulos para describir € comportamiento de un
cuerpo completamente anisotrépico en 3D, y solo un médulo para determinar €l de un material
isotropo. Estos resultados no fueron confirmados por pruebas experimentales, por lo que las
dudas pendian sobre su validez, hasta que e enfoque molecular fue completamente ignorado por

la teoria propuesta en 1837 por Green [1839] quien argumentaba que no habia fundamentos para
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asumir que la estructura microscopica de la materia fuese considerada como un continuo, dado
gue la propiedad bésica que define e comportamiento elastico es energética 'y que en los procesos

no disipativos las fuerzas internas derivan de un potencia cuadrético.

Las consecuencias de tal suposicion conducen a modelo multi-constante, en el que 21 médulos
independientes son necesarios para describir la respuesta elastica de un cuerpo completamente
anisotrépico en 3D, que se reduce a solo 2 para un material isotrépopico. Los resultados de la
teoria de Green fueron confirmados por la experiencia la que junto con sus antecedentes tedricos
mucho mas simples, aseguro el éxito de la teoria de constantes multiples. No obstante, la diatriba

entre las teorias molecul ares, rari-constantes y multi-constantes continuas, durd un largo periodo.

Los desarrollos posteriores del modelo molecular desarrollados por Voigt [1887] y Poincarée
[1892] son modelos que han enriqueciendo de diferentes maneras el modelo original de Navier,
para obtener teorias multi-constante a partir de un modelo molecular. Mas recientemente, ideas
inspiradas en € enfoque de Navier-Cauchy han producido modelo de dinamica molecular para
explicar el comportamiento de cuerpos complejos. Como un efecto de esta discusion, los dos
modelos generamente se consideran como opuestos y algo irreconciliables, aunque diferentes
investigadores han intentado mostrar que este no es el caso.

2.3 Historiografia de la teoria matemética de la elastodinamica.

En e afio de 1822, Cauchy habia enunciado la mayoria de los recursos analiticos de la teoria pura
de la elasticidad, introduciendo la nocion de esfuerzo puntual, el que supone esta completamente
determinado s las fuerzas por unidad de area a través de todos los elementos del plano a través
del punto eran conocidas. Cauchy demostré que, bajo suposiciones simples, estas fuerzas podrian
expresarse en términos de seis componentes de esfuerzo, de manera semejante a la concepcion
actual del esfuerzo en mecanica del medio continuo. Cauchy también habia expresado €l estado
de esfuerzo cerca de un punto en términos de seis componentes de esfuerzos y determino las
ecuaciones del movimiento. Asumiendo relaciones lineal es esfuerzo-deformacién, Cauchy derivo
laforma especia de estas ecuaciones para cuerpos solidos isotrdpicos. Los métodos utilizados en
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estas investigaciones fueron bastante diferentes de los de las memorias de Navier. En particular,
no se utilizé la hipétesis del punto material y fuerzas centrales. Las ecuaciones resultantes
difieren de las de Navier en un aspecto importante, es decir, las ecuaciones de Navier contienen
una sola constante eléstica, mientras que las ecuaciones de Cauchy ya contienen dos de esas

constantes. [20]

La primera memoria de Poisson sobre |os problemas de elasticidad fue leida ante la Academia de
Paris en 1828. Poisson obtuvo las ecuaciones de equilibrio y movimiento de solidos elasticos
isotropicos que eran idénticos a los de Navier. La memoria es muy notable por sus numerosas
aplicaciones de la teoria general a problemas especiales. Cauchy y Poisson, asi como otros
investigadores, aplicaron la teoria de elasticidad, sobre la base de puntos materiales y fuerzas
centrales, a muchos problemas de vibraciones y de elasticidad estdtica Sus aportes

proporcionaron |os recursos tedricos que mas tarde fueron corroborados experimental mente

Poisson en 1831 uso su teoria para investigar la propagacion de las ondas a través de un solido
elastico isotropico de extension ilimitada, demostrando que dos tipos de ondas con diferentes
velocidades podrian propagarse en dicho medio. Encontré que, a una gran distancia de la fuente
de perturbacion, € movimiento transmitido por la onda més rapida era longitudinal, y €l

movimiento mas lento era debido ala ondatransversal.

Luego Stokes en 1849 demostro que la onda mas rapida era de dilatacion irrotacional, y la onda
més lenta era equivolumétrica de distorsion, caracterizada por la rotaciéon diferencia de los
elementos del cuerpo. Stokes también derivé las formulas bien conocidas para las vel ocidades de

1+2G
r

las dos ondas P, Vp = y SV, - \/§ . Stokes también demostro que los dos tipos de

ondas eran nitidamente definidas a una distancia suficientemente grande de la region inicialmente

perturbada, y que a distancias mas cortas se superponen durante parte del tiempo.

Green en 1839 busco una nueva fundamentacion paran lateoria, que fuese diferente ala hipotesis
de puntos materiales y fuerzas centrales en las que hasta entonces se basaba. A partir de lo que
ahora se llama @ principio de la conservacion de la energia, propuso un nuevo método para
obtener las ecuaciones de elasticidad. Derivo la energia potencial del cuerpo elastico deformado,

expresada en términos de componentes de las deformaciones, y luego se aplicaron los métodos
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gue se utilizan en mecanica analitica. Green afirmé que este enfoque parecia ser més aplicable,
especialmente alos problemas que se relacionan con los movimientos de |os sistemas compuestos
por un inmenso nimero de particul as que acttan mutuamente una sobre sobre la otra. Dedujo las
ecuaciones de elasticidad, que para e caso genera contienen 21 constantes. En e caso de
isotropia hay dos constantes, y las ecuaciones son las mismas que las primeras contenidas en las
memorias de Cauchy. La revolucion que generara Green en los elementos de la teoria, es
comparable en importancia con la producida por € descubrimiento de Navier de las ecuaciones
generales. Kelvin apoyo la existencia de la funcidn de energia de deformacion de Green sobre la

base de la primeray segunda leyes de la termodinamica.

Los métodos de Navier, de Poisson y de las memorias posteriores de Cauchy, condujeron a
ecuaciones del movimiento con menos constantes que las contenidas en las ecuaciones obtenidas
en la primera memoria de Cauch, y por los métodos de Green. Las preguntas en disputaeran si la
anisotropia elastica se caracterizaba por 21 constantes o por 15, y si la isotropia elastica que se
caracterizaria por dos constantes o por una. Las dos teorias se |lamaron teoria de "multi-
constantes’ y la teoria "rari-constante [21] respectivamente. [Todhunter and Pearson, 1886, p.
496] Laimportancia de la discrepancia fue enfatizada por primeravez por Stokes en 1845, quien
hizo la observacién de que resistencia a la compresion y resistencia al corte son los dos tipos
fundamentales de resistencia elastica, y definitivamente introdujo los dos principales modulos de
elasticidad. Pardmetros que ahora se denominan como el modulo de compresibilidad y el médulo
de rigidez. También se prestd mucha atencion a la relacion de contraccion lateral a extension
longitudinal de una barra bajo carga de traccion, relacion Ilamada coeficiente de Poisson. De su
teoria, Poisson dedujo que esta relacion debe ser 1/4. Sin embargo, |0s experimentos con a gunos
materiales no respaldaron este resultado. La evidencia experimental llevd a Lamé a adoptar
también las ecuaciones multi-constantes, y después de la publicacién de su libro en 1852 fueron
generamente adoptadas. Ya hemos mencionado e descubrimiento de Poisson de ondas
longitudinales y ondas transversales que pueden propagarse a través del interior de un cuerpo
solido elé&stico.

En 1887, Lord Rayleigh descubrio que una onda especifica se puede formar cerca de la superficie
libre de un cuerpo homogéneo. Esta onda se propaga a lo largo de la superficie a una velocidad
menor que una P; no penetra mucho debgo de la superficie porque su amplitud disminuye
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exponencialmente con la profundidad; y esta polarizada elipticamente en € plano determinado
por la normal a la superficie y la direccién de propagacion. En € trabajo de Lord Rayleigh, la
superficie se consideraba un plano ilimitado, y las ondas podrian ser de cualquier longitud. La
gravedad fue descuidada, y se encontré que la velocidad de la onda era independiente de su
longitud. Tales ondas han sido denominadas como ondas de Rayleigh, en homengje a quien las
descubri6 tedricamente. Love en 1911) las [lam6 "Rayleigh-waves', pero € guion fue omitido
mas tarde. Estas ondas pertenecen a la categoria de las llamadas ondas superficiales, ya que su
propagacion esta practicamente restringida a una determinada zona cerca de la superficie del
medio. Una caracteristica notable de la onda de superficie descubierta por Rayleigh es que la
componente vertical en la superficie es mas grande que la componente horizontal, en una relacion
15:1, s la relacion de Poisson se toma como 1:4. Esta relacion parecia ser importante en
aplicaciones sismol 6gicas posteriores a la teoria de Rayleigh. En e documento citado Rayleigh
comentd: "No es improbable que las ondas superficiales aqui investigadas juegan un papel
importante en los terremotos, y en la colison de solidos elasticos. Divergentes en dos
dimensiones solamente, deben adquirir a una gran distancia de la fuente un aumento continuo

preponderante.”

El cientifico aleman August Schmidt publicd un articulo en 1888 en € que discutio la
propagacion de ondas a través del interior de la Tierra. El enfatizo que en general la velocidad de
las ondas debe aumentar con la profundidad en la Tierra, y como como consecuencia de ésto, las
trayectorias de deben ser curvas y dobladas hacia abgjo. Casi a mismo tiempo, C. G. Knott en
Inglaterra en 1899 [22] investigd la energia de las ondas reflejadas y refractadas. Hemos visto
que los principales tipos de ondas que ahora se encuentran regularmente en sismogramas, habian

sido descubiertas por |os mateméticos mucho antes de que se obtuvieran registros sismicos.

Estos son los principales hitos de la evolucion historica de |a teoria €l astodinamica, para a canzar

el desarrollo de estadisciplinaen el presente.
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2.4 Ecuaciones basicas de elastodinamica.

A como previamente se ha establecido, de lateoria de la elasticidad se desprende que existen dos
tipos principales de ondas elésticas del cuerpo: Las ondas longitudinales, también |lamadas
compresionales, dilatacionales o irrotacionales, denominadas en sismologia, como ondas P
primarias, porque representan las primeras ondas que aparecen en |os sismogramas. Estas ondas
implican la compresion y la rarefaccion del material a medida que atraviesan a través del medio,
pero sin que ocurra rotacion. Cada particula del medio, a través del que la onda longitudinal esta
pasando, vibra alrededor de su posicion de equilibrio en la direccién en que vigja la onda se
propaga. Las ondas transversales, también Ilamadas ondas de cizallamiento, rotacionales u
equivolumétricas, conocidas en sismologia, como ondas S secundarias. Estas ondas implican
cizalamiento y rotacion del material a medida que lo atraviesan, pero no sin cambio de volumen.

El movimiento de la particula es perpendicular ala direccion de propagacion.

La elastodinamica es € estudio de las ondas en un material elastico y tiene como objeto estudiar
la ateracion del equilibrio elastostatico en un solido por efecto del movimiento. Derivaremos las
ecuaciones de movimiento para medios elasticos, prestando especial atencion a las leyes de
conservacion subyacentes, centrandonos especialmente en las ondas elastodinamicas Py S que se
propagan de forma uniforme e isotropica y cuyas velocidades de fase son independientes de la

frecuencia.

Para estas condiciones, las soluciones mateméticas se formulan en términos de ecuaciones

2 2
diferenciales de ondas de segundo orden %-ﬁ-vz Z—g =0 en cuyo caso lavelocidad de fase es
X t

la misma paratodas las frecuencias.
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dilatacion

compresion
A 4
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el . sin perhurbaciones

movimiento transversal

Paralos casos en existan condiciones de fronteraimpuestas por la geometria, o bien por efecto de
lainteraccion de las ondas con € medio transmisor, se generan soluciones representando un tren
de ondas, establecidas mediante ecuaciones no hiperbdlicas. En cuyo caso la velocidad de
propagacion de las ondas dispersivas depende de lalongitud de onda o de lafrecuencia.

La principa aplicacion de elastodinamica se encuentra en problemas de ingenieria estructural
donde intervienen vibraciones que generamente correspondientes a estado estacionario. Otra
importante aplicacion de elastodinamica es en sismologia considerando que la tierra es en su

mayoria un cuerpo solido através del cual las ondas sismicas pueden propagarse.

El movimiento ondulatorio puede considerarse como un transporte de energia y cantidad de
movimiento desde un punto del espacio a otro, sin transporte de materia. Las ecuaciones que
gobiernan la propagacion de las perturbaciones transitorias 0 estacionarias P y S a través de
formaciones estratigraficas de suelos, pueden obtenerse a partir del equilibrio dinamico de una
particula prismética infinitesimal de suelo, con densidad p considerada representativa de un
medio seminfinito isdtropo u ortétropo, homogéneo, o estratificado horizontalmente, para el cua
es valido expresar el movimiento bajo la suposicién de que los desplazamientos y las velocidades
son peguefios y que no actlan fuerzas externas, admitiendo ademas un comportamiento lineal
eléstico del material.
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Fig. (2.1): Propagacion de ondulatoriaen un medio elastico y seminfinito de suelo.

A cada uno de los seis lados del cuerpo libre mostrado en la Fig. (2.1), le corresponde una
componente de esfuerzos normales g, y dos componentes de esfuerzos tangenciales T debidos ala

accion de continuidad ejercida por € medio circundante sobre e elemento aislado, cuyas

dimensiones dy, dy, d, son infinitesimales en relacion a las dimensiones del semiespacio

elastico, lo cua permite considerar que dichos esfuerzos estan puntual mente aplicados en €
centroide geométrico de cada lado, los que a desplazarse por efecto de la propagacion de las
ondas de cuerpo, provocan peguefias variaciones en los esfuerzos elasticos (0 g, 0 1), las cuaes

son funciones continuas de cada punto del espacio coordenado ( X, Y, Z).
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Bajo estas condiciones, |as ecuaciones bésicas de la el astodinamica son |as ecuaciones de Navier,
que se extienden con un término de inercia. Estas ecuaciones serén determinadas a partir de la
teoriade la elasticidad.

Basandonos en la teoria de elasticidad definimos la expansion volumetrica e, =e , como la

superposicion de las deformaciones unitarias € debidas alos esfuerzos normales o:

OUy
e, =—=
X ox

ou ou
eyz—y —>e=ex+ey+ezzaux+ v, (2.1)

oy ox oy oz

_ ouz
£ oz

Y las deformaciones unitarias de cortante debidas a los esfuerzos tangenciales definen las

ecuaciones de Cauchy

g = 2, My
Wooey o ox
OUy  OUy

=Xy 22 (2.2

Uxz o7 | ox (2.2)
ou ou
gyZ:_y+_z
0z oy

Los parametros elasticos de Lamé se obtienen para cada material mediante las relaciones
sencillas entre e modulo de easticidad E y e modulo de Poisson v expresadas mediante las
Ecuaciones. (2.3) y (2.4).

1= nk (2.3) G=—— (2.4)
+Nn

(1+n)(1_n)

G esllamado € modulo derigidez en cortante.
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Mediante |os parametros el asticos de Lamé, € estado de esfuerzos normales se puede expresar en
términos de los componentes de desplazamiento mediante la forma generalizada de la ley de
Hooke. Para un material isotropico, podemos expresar |0s esfuerzos normales o del cuerpo libre

en funcion de los parametros de Lamé (A, G), de la expansion volumétrica € y de las

deformaciones unitarias ey,ey e, empleando ecuaciones de elasticidad que relacionan esfuerzos

con deformaciones;

sy=1le +ZG%

OX

Ouy
sy=le+2G—= (29)

oy
s,=1le +ZG%

0z

Por otro lado sabemos que en ausencia de fuerzas externas, los puntos del cuerpo libre
experimentan aceleraciones en todas las direcciones, induciendo fuerzas inerciales que deben
equilibrarse con las fuerzas eléasticas centroidales mediante la aplicacion del principio de
D Alembert, resultando e sistema de tres ecuaciones diferenciadles en derivadas parciales de
Navier.

8SXX +ath +atxz _rdqu
OX oy 0z dt2
2
8tyx+8syy+6tyz_rd Uy o
OX oy 0z dt2
ot 2
6SZX+ Zy+aSZz_rd uZ:O
OX oy 0z dt2

=0

(2.6)
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OX oy 0z
Otyxy 0Syy Oty _rdZ U
Ox oy 0z d2 |
0s Olzy 0s4 ‘
OX oy 0z

La solucion del sistema de ecuaciones (2.6) de Navier en funcion de los desplazamientos, nos
conduce a las ecuaciones dinamicas de Lamé mediante las cuales podemos resolver los
problemas relacionados con los pequefios movimientos de cuerpos elasticos en términos de
corrimientos, 1o cual es més sencillo desde € punto de vista matemético a reducirse el nimero de

incognitas y de ecuaciones.

2.5 Ecuaciones de Lamé Cauchy y Navier para propagacion de ondas
de cuerpo en sélidos elasticos.

Por conveniencia operacional e sistema tridimensional de las Ecs (2.2), sera resueto
sustituyendo las componentes de esfuerzos normales o, y tangenciades 1, adoptando los

corrimientos como incognitas, para lo cua nos vadremos de las conocidas relaciones esfuerzo —

deformaciones contenidas en la Ley de Hooke generalizada (tij = 1Ad; +ZGeij) las cuales se

expresan del siguiente modo:

Deformaciones unitarias debidas a esfuerzos normales uniformemente distribuidos en cada lado
del e emento:
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Las distorsiones debidas a esfuerzos cortantes actuando en cada lado del e emento, de acuerdo

con €l sistema de ecuaciones (2), pueden expresarse del siguiente modo:

-+
<

(=] (=]
N Z
1

Dl Ol Ok

duy Ay
oy oOX
Ay | ou,

iy j (2.8)

%+%j
0z  OX

-+
Il

-+
N N

Il

Olr Ol @f=

N
|

L os esfuerzos tangenciales T, son entonces |0s siguientes:

ou, Ou

t, =Ggy =G| —2X+—L

xy =Sy oy O

t, =gy, =G| X, Nz]  (5g

yz yz oz oy ’
ouy, ou

t,,=Gg,, =G| —=X+—%

X Iz 0z OX

L os sistemas de ecuaciones (2.5) y (2.9), que establecen |as relaciones el ésticas para los esfuerzos

normales y tangenciales, mediante los parametros de elasticos de Lamé, pueden condensarse
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mediante la siguiente notacion matricial, expresion que constituye | as denominadas ecuaciones de
Lamé para material es isétropos en la que interviene la deformacion volumétrica y | as distorsiones

por cortante.

Las Ecuaciones de Lamé cumplen un importante papel dado que contienen premisas de carécter
mecanico, geométrico y fisico que caracterizan las propiedades el &sticas y la densidad del cuerpo
sobre los cuales se basa lateoria de la elasticidad, y permiten la posibilidad de resolver una serie

de problemas muy importantes sobre solidos €l asticos.

Sx| [1+2G | | 0 0 O]|°®x
Syy I 1+2G | 0 0 0]y
izz - :) :) I+oZG g 8 8 gez (210
Xy Xy
ty, 0 0 0 0 G 0|lgy
ty| | O 0 0 0 0 Gllg,

Estas ecuaciones expresan las condiciones del movimiento del cuerpo elastico, contienen las
caracteristicas geométricas de las deformaciones y los factores fisicos A, G y p que caracterizan

las propiedades elasticas y ladensidad del cuerpo.

Las ecuaciones (2.5) y (2.9), pueden escribirse en términos de las funciones uy uy U, que

describen las caracteristicas geométricas de las deformaciones, mediante las ecuaciones lineales
de Cauchy (2.1) y (2.2):
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ou
aUX txy:G %_F_y tXZ:G %4_%
oy oX 0z OX

Sy =l1e+2G6—=

ox
ou ou ou
s,=le+26—L t,=G Ay, N t,, =G Ay Mz | 219
» oy ox oy 0z
ou
s, =le +2C-3auz t,=G g aux ty=G %Jr_y
0z ax 0z oy o0z

La primera de las ecuaciones del sistema (11), se diferenciara respecto a x, la segunda respecto a

y, y latercerarespecto a z, resultando € siguiente sistema de ecuaciones

0z oX0z oz

2
oS % g0 My _g

2 2 2 2
0%Uy, 07Uy | oty _g| Uz, 07Uy (2.12)
Ox OX 8X2 oy 2

Ahora llevaremos € sistema de ecuaciones (2.12), a la primera ecuacion del sistema de

ecuaciones (2.66) de Navier, resultando:

2. 82U 2 2 2 2
0 Uy y+6 Uz 4+ G 0 Uy 0 Ux+a Uy _ r8 UX -0 (2 13)
ox2  oy? 072 ot?

oe
1846
i [axz " oxdy " oxoz

OX

La ecuacién (2.13), contiene las siguientes transformaciones:

62ux 8uy 82 Kl aux+8uy+8uz _oe
axay 6xaz ax ox oy oz OX

8x2
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L as cuales permiten reescribirladel modo siguiente:

oe 2 ou
(I +G)W+GV uX—rat—é(:O

Procediendo de modo semejante con las dos restantes ecuaciones del sistema (2.6) de Navier, lo
que puede redlizarse mediante permutaciones ciclicas de los sub indices, obtenemos otras dos
ecuaciones con estructura semeante a la ya obtenida, las que en conjunto constituyen las
ecuaciones fundamentales de la teoria de la elasticidad, debidas a Navier, para determinar los
corrimientos debidos ala propagacion de las perturbaciones ondulatorias en € suelo, considerado

como un solido € astico.

2
(1 +G)g—e+GV2uX = th;X
X
ro’u
(1 +G)%+szuy:T2y (2.14)
2
(1 +G)a—e+GV2uZ _re ;Z
0z ot

Estas ecuaciones expresan:

1. Lascondiciones de equilibrio o movimiento para cada punto del cuerpo.

2. Las caracteristicas geométricas de las deformaciones Uy uy U g, -

3. Losfactoresfisicosde Lamé, A, G, p que caracterizan las propiedades elésticas del cuerpo 'y
su densidad
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Donde U es € vector de desplazamientos del cuerpo libre mostrado en la Fig. (2.1), cuyas

componentes referidas al sistema cartesiano (X, y, z) son:

Uy =u(xYy,2) Uy:u(x,y,z) Uz=u(xY,2)

v Es e operador de Laplace paralafuncion (u), recurso matemético fundamental para describir
la naturaleza del fendmeno ondulatorio, se trate de la propagacién de una onda en una cuerda, la
tension en una membrana, o bien la propagacion de ondas sismicas en medios considerados como
homogéneos e isotropos, estratificados horizontalmente y modelados como vigas de cortante, 1os
cuales estan regidos por la ecuacion diferencial de onda, la que en coordenadas cartesianas es la

siguiente:

azu azu azu

2
Vou= + +
o2 oy oz

(2.15)

Si a conjunto de ecuaciones (2.14), aplicamos €l artificio antes empleado con € sistema de
ecuaciones (2.11), esto es derivar la primera de las ecuaciones respecto a X la segunda respecto a
y, Yy la tercera respecto a z, considerando que p es constante para cada estrato de suelo y que

Uy (Xt)
o _a°x) _ 9% (0ouy,
—|r—|=r—| - 2.16
6x( atzJ atziax (2.16)

Dos ecuaciones semejantes a la (2.16), resultaran al sustituir x por y, y por z, después de sumar

las diferenciaciones indicadas obtenemos la ecuacion siguiente:
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2 2 2 2
o’e 0e 07e oe
J:r (2.17)

1 +2G + +
(1+ ){axz &2 P o2

2 2
O bien: [ ! +Zijze —a—§=vp2v2e —5—§= 0 (218
r ot ot

1 +2G
r

Donde sz :[ j es la velocidad de las ondas de cuerpo longitudinales, movimiento que

ocurre Unicamente con expansion volumeétrica € expresado por la conocida como ecuacion de

ondas de expansion P.

(2.19)

V2:|+2G

D - Es la velocidad de propagacion de los trenes de ondas primaria P, la que es

dependiente del parametro elastico I de Lamé, del médulo de rigidez en cortante G, y de la

densidad p del medio de propagacion.

Si ahora derivamos la tercera ecuacion del sistema (2.14), respecto a y, y la segunda ecuacion

respecto a z, y restando unade la otra, obtenemos la siguiente ecuacion:
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du, ou a2 (ou, ou
szz( ayz_ a;]:ratz[ ayz_ azyJ (2-20)

Definimos €l vector rotacional {Q} = {QX,Qy,QZ} cuyas componentes son:

OUy ~ duy

8uz aUy _ ZQ aUX aUZ _
7 X oy

Ny =2, =20, (221

ouy

auy
- 2 =2Q lasotrasdos

LaEc. (2.17) puede reescribirse en términos de {Q} sustituyendo 5 oz
X

ecuaciones que completan el sistema las obtenemos mediante permutaciones ciclicas de esta

ecuacion, 0 sea;

020y G2, 0Qy Go2, 0%X; G2
o =7 VQ, =z =FVQ, e =7 VQ, (2.22)
: . 20 G2
O bien en forma general: W_7V Q  (2.23)

La ecuacion (23) describe e movimiento ondulatorio de distorsion debidos a las ondas
secundarias de cortante S.

L as ecuaciones que muestran estructuras semejantes a las de las Ecs (2.19) y (2.23), representan
la forma mas genera de la ecuacion de los dos tipos de ondas de cuerpo tridimensionales Py S

propagandose en un medio homogéneo, eléstico e isétropo.



Los coeficientes:

1+2G G
v, - | - (2.24) VemJB  (225)

Representan las velocidades de propagacion de estos dos tipos de ondas de sumo interés para la
ingenieria sismica y para estudiar las perturbaciones inducidas a suelo por maquinarias
vibratorias. Estas son las previamente referidas como ondas de cuerpo de expansion (P) y ondas

de distorsion (S) de deslizamiento equivolumétrico, y son dependientes de las propiedades

elésticas (1,G) y deladensidad del medio p, e independientes de laforma de las ondas.

Para las ondas compresionales, el movimiento de las particulas tiene la misma direccién en que
se propagan, mientras que en las ondas cortantes los movimientos de las particulas son
perpendiculares a la direccion de su propagacion. La relacion entre las velocidades de estas dos

clases de ondas esta dada por |a expresion:

Vo [2(1-n)

Ve V@-2)

Por tanto V> Vg

Si se logran integrar las ecuaciones (16) y (20), quedarian determinados en todas partes la
dilatacion cubica {€f , es decir la divergencia del vector de traslacion @ = u(uy,uy,u,) y @
vector de rotacion Q =0{Q,,0,,0,}, lo cud significa que conociendo {&f y {Q} queda
determinado €l vector {U} , lo que equivale a determinar los corrimientos del campo para todos
los puntos (X, y, z) del espacio eléstico.

Las ondas longitudinales P producen oscilaciones en e mismo sentido de la propagacién. Esto
produce cambios oscilatorios de densidad del medio debido ala compresiéon y a la dilatacion del
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material constitutivo del medio transmisor. Las ondas transversales S se propagan produciendo

movimientos perpendiculares ala direccidn de propagacion.

2.6 Verificacion de las ondas irrotacionales equivolumétricas.

Por su importancia para el estudio de vibraciones estacionarias generadas por maquinarias, y para
la ingenieria sismica, estudiaremos por separado estos dos casos propagacion ondulatoria en

medi os solidos homogéneos el asticos

1. Caso en gue los corrimientos u tienen potencial, lo cual significa que las componentes del

vector u(x, y, z) admiten derivadas de una funcion particular J = J (X, Y, Z)

Puede demostrarse por sustitucion, que las ecuaciones diferenciales del sistema (2.14) que
plantean & equilibrio en términos de los desplazamientos, es satisfecha por e siguiente sistema

de ecuaciones armonicas:

- O ( - - - -
U, =Fy-a 5 i gHdy+i,+a,
u,=J —ai(' +XJ+Y) +2Z) J (2.26)
y=dpagliorditi ) @
_: O (s vi i oo
u, —13—a§(10+x11+y12+213j
1
Enlascualess a =—
4(1-n)
Las cuatro funciones Jo §; 3, J3 son amoénicas que cumplen con la ecuacion diferencial de

Laplace, estoes: v2j, =V?j, =V2j,=V3j,=0
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De acuerdo con la definicion de potencial, la funcion U admite derivadas de la funcion ¢ por lo

. oi _
que se cumplen las relaciones: u,, :% Uy zé u, = ‘ZA
X z

Segun la definicion de expansion volumétrica §,y dadaen laEc (2.1), podemos escribir:

ou
o= Mx Ay Uy _ oo (2.27)
ox oy oz

%: S—X(sz )= vz[%%} -v2 (228

Sustituyendo la ecuacion (2.28) en la primera del sistema de ecuaciones (2.14) de Lame, y
procediendo de manera andloga con las dos ecuaciones restantes, obtenemos el sistema de

ecuaciones generales que rigen la transmision de ondas expansivas P en medios el ésticos.

2 2 2
o°u ou o°u
=X =V V2, —L=vp v, —F= V2V, (2.29)
ot ot ot
. 02U 2.2
O bien en forma general: — =VpVau

ot

Las ecuaciones correspondientes a primer caso extremo son Ilamadas ondas irrotacionales o de
dilatacion, lo cua significa que € rotor {Q} = 0, existiendo Unicamente expansion volumétrica,

por lo tanto:

Ou; Oy duy dup Uy duy
oy 0z 0z OX OX oYy
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2.7 Verificacion de las ondas de distorsion.

Ahora nos ocuparemos de las ondas de distorsion S, las cuales son también de gran importancia

paralaingenieria de cimentaciones vibratorias y paralaingenieria sismica.

2. Caso en que la expansion volumeétrica es nula en todo el espacio, 0 sea que:

Esto significa que Unicamente existen deformaciones por cortante y rotacion, realizandose €l
fendbmeno ondulatorio sin cambio de volumen. Para estas condiciones las ecuaciones del sistema
(2.14) se reducen a las ecuaciones de onda del tipo general correspondiente a las ondas de

distorsion, esto es;

2 2 2
0°Q
a%:vszvzgx Y -v?via, 0, =V,2v2Q, (2.30)
ot ot? ot?
: %Q o o 3
O bien en forma condensada: —-=V“V“Q Q0=0(2,,0,,0,)
ot

Podemos concluir que e problema fundamental del movimiento de ondas homogéneas
propagandose en un espacio eéstico, queda resuelto cuando se logra integrar las ecuaciones

(2.29) y (2.30), determinandose la dilatacion cubica del medio mediante la divergencia del vector

detraslacion d = u(uy,uy,u,) y € vector derotacion Q = Q(Q,,Q,,0,).

El modelo de semiespacio eléstico homogéneo es (til para explicar la existencia de las ondas de
cuerpo y las ondas de Rayleigh, y la adicion de un estrato superficial méas suave permite la

descripcion de las ondas Love. La propagacion de ondas superficiales en medios el asticos es de
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considerable importancia en la ingenieria sismica y la sismologia debido a la ocurrencia de

estratificacion en la corteza terrestre, ya que latierra esta formada por diferentes capas.

2.8 Ondas elasticas planas propagandose en un medio homogéneo e
isotropo.

Una onda plana, propagandose en un medio homogéneo e isotropo, es aquella en la que los
frentes de onda, con fase constante, se definen como e lugar geomeétrico de puntos P(x, y, z) en

el espacio, aun tiempo fijo, alo largo de launalinearecta.

L as ecuaciones mas sencillas de ondas €l asticas debidas a oscilaciones en un medio homogéneo e
isotropo, son las correspondientes a la propagacion unidimensional de ondas planas 1-D las
cuales expresan €l caso particular en que la funcién de desplazamientos depende Unicamente de

una coordenada espacial y de unatemporal, 0 sea u = u(x.t).

Unaonda armonica plana 1-D, se describe mediante la siguiente funcion:

P(x,t)= A ) (2.31)

Donde la constante Ay es la amplitud y la parte real (kx—Wt) del argumento exponencial se
define como la fase. La onda plana se propaga en la direccién x como una alfombra ondulada,
donde la distancia mas corta entre las crestas adyacentes se define como longitud de onda A. El
nimero de onda k = 2m / A es inversamente proporcional a la longitud de onda y las unidades de

longitud de onda son distancia por ciclo.
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i(kyx—wt) i(ky+wit)

La funcién e describe una onda plana que vigja hacia la derechay e describe

unaonda que vigja hacialaizquierda

Para ver s la onda se desplaza hacia la derecha, debera considerarse que seguimos un frente de
onda teniendo como referencia X(t), manteniendo constante la fase T =(ky—wt). Debido aque

debe aumentar para mantener la fase constante con € tiempo, de modo que x/t=w/k lo cua

significa que la onda esta moviéndose hacia la derecha con la velocidad de compresion dada por
w /K . Por e contrario, f= (kx +Wt) es una constante si t aumentay x disminuye; por lo tanto, la

onda se mueve hacialaizquierda.

De manera semejante, la propagacion de ondas planas 2-D, se describe mediante la funcion:

P(x z,t)= Age ™) (2.32)

Donde el vector de niUmero de onda viene dado por Rz(kx,kz) es paralelo a la direccion de
propagacion. El vector de observacion esta dado por I = (X, Z) el que describe una trayectoria

plana oblicuaa e€e x, pero su vector de propagacion esta estrictamente en € plano (X, Z) como

semuestraen laFig (2.2).
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Longitud de onda aparente

=

- >-.ld-.
h__---"'/?f{_ |4 A.=Alcos¢

b

Figura (2.2): Propagacion de ondas planas 2-D

2.9 Propagacion de ondas planas P-SV y SH.

Podemos examinar una solucion de onda plana para la ecuacion de onda elastica y deducir que
pueden existir tres tipos de ondas en un semi-espacio elastico: P, SV y ondas SH. Las ondas SV
y SH son ondas de corte con movimiento de las particulas perpendicular a la direccion de
propagacion de la onda S, o sea que las ondas cortantes S se pueden descomponer en una
componente paralela ala superficie, ondas SH, y en otra contenida en e plano vertical ondas SV.
Mientras que las ondas P tienen un movimiento de particulas paralelo a la direccion de

propagacion de la onda.

Es bien sabido que cuando ocurre una perturbacion en € seno de un medio homogéneo,
linealmente elastico e isotropo, las ondas vigjan radialmente a g andose de la fuente en todas las
direcciones por lo que en puntos suficientemente algjados del foco, las ondas pueden considerarse
planas, lo cua es justificado en la mayoria de los casos de vibraciones inducidas por fuentes
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superficiales y en ingenieria sismica, dado que generamente la distancia a estaciones de interés
suele ser muy grande comparada con las dimensiones de la fuente.

En esos casos |os desplazamientos asociados alas ondas Py S, son longitudinales y transversales

aladireccion de propagaci on respectivamente.

Podemos suponer que las ondas de cuerpo en €l interior de un medio homogeéneo, e isotropo,

estén formados por un grupo de ondas P y S atravesandol o independientemente entre si.

Las ondas secundarias S pueden sufrir una polarizacion plana, de manera que s todo el
movimiento tiene lugar en planos horizontales que contienen la direccion de la trayectoria, se les
[lama onda SH, cuando todo € movimiento tiene lugar en planos verticales que contienen la
direccion del recorrido, selesllamaondas SV.

Para la resolucion de algunos problemas de propagacion de ondas de cuerpo que tienen
importancia practica en los problemas de disefio de cimentaciones sometidas a vibraciones y en
disefio sismo resistente, resulta ventajoso resolver las ecuaciones de los potenciales expresados
por la ecuaciones (2.19) y (2.23), mediante un método inverso a de integracion proponiendo los

corrimientos y verificando si éstos satisfacen las ecuaciones (2.14) de Navier.

En e caso de oscilaciones longitudinales en un medio elastico indefinido, los puntos situados en
el plano Q normal a e€e OX, mostrado en la Fig. (3.2), se desplazaran todos igua vy
simultaneamente manteniéndose a la misma distancia del plano YOZ, €l cual se desplazaraen la

direccién del e OX, sin deformarse.

,
b
b
—— e e

Fig. (2.3): Movimiento de ondas longitudinales
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Para el estado de reposo cuando t, =0, la ecuacion del plano Q es X=X%,, durante el movimiento

en cualquier instante t, la ecuacion del plano Q sera X=X0+m(XO,t), lo cua nos indica que

dicho plano se encuentra a distancia paralela 'y dependiente del tiempo. Si elegimos una serie de
planos paraelos Q1, Q2........... Qn, todos se desplazaran normalmente a gje OX, aproximandose o

algéandose ente si.

A este movimiento se denomina oscilacién longitudinal homogénea a lo largo del ge OX, con
una velocidad de propagacion Vp definida mediante la Ec (1.20). Para verificar s estas
oscilaciones son posibles, [levaremos los corrimientos Uy = u(x, t), uy=uZ=O alas Ecs (2.14)
de Navier.

Verificaremos que la ecuacion general que gobierna la propagacion de ondas el ésticas planas, en
un medio homogéneo, es un caso particular de la ecuacion general de ondas, cuando se cumplen

las siguientes condiciones:

Uy = u(x,t)
Uy::0

UZ::O

Por tratarse de un medio eléstico indefinido, no necesitamos verificar las condiciones en la

I . oe 0%u 2
superficie y sabemos de previo que: —* = — X - v<y,
OX aXZ
ey azuy 2 oe, o%u
= =V-“u, =0 Z:—szzuzzo

oy  oy? Y 0z 972
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Al llevar los corrimientos a sistema de ecuaciones (2.14), se observa que la segunda 'y tercera
ecuacion de dicho sistema se verifica idénticamente, y la primera se transforma en la ecuacion

(2.19) que describe e movimiento para expansion volumétrica, sin que ocurran distorsiones de

cortante.
2 2
r o (1+26)
ot OX

0%u 142G d%u
ot? r ox?

Se dedujo que e movimiento oscilatorio longitudina propuesto mediante los corrimientos
U = u(x, t) Uy =Uz =0, es posible si la funcion Uy (x, t), satisface la ecuacion (2.19) para la

propagacién de ondas P de expansion.

En el caso en gque los corrimientos sean transversales a ge OX, 0 sea que uX:uy:O

u,= u(Z ,t) verificaremos que entonces, todos los corrimientos se realizan paralelamente a ge

0OZ, comprobandose como en € caso anterior, que todos los puntos contenidos en € plano Q
mostrado en la Fig. (2.4), se desplazan igual y simultaneamente, manteniéndose a la misma
distanciadel plano YOZ.

Si consideramos varios planos paraelos y similares Q1, Q2........ Qn, veremos que éstos se

desplazan verticdmente. En e caso de movimiento periddico se tratara de una oscilacion

transversal homogénea a lo largo del gje OZ, propagdndose con una velocidad Vs, definida

mediante laEc. (2.21).
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Fig. (2.4): Movimiento de ondas transversales

Verificamos la posibilidad de estas oscilaciones, baséndonos en los corrimientosuy = Uy =0

u,= u(x,t) , Y en & hecho de que no ocurriran expansiones volumétricas, por tanto:

ou
Ouy e 2 ouz _
oX oy 0z

e= 0
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2 2
0%uy :a Uy
ae  atl

=0

Llevando estas condiciones al sistema de Ecs (2.14), observamos que la primera 'y la segunda de
estas se verifican idénticamente y la tercera toma la forma de la ecuacion (2.23) que describe la

propagacién de las ondas de distorsion.

azuz r azuz
A

azuz _Goaug
e T ox?

Por consiguiente, la oscilacion correspondiente a los corrimientos Uy =Uy, =0, uZ:u(Z,t)
satisface la Ec (2.23), la cua posee idéntica estructura que la Ec (2.19), difiriendo Unicamente
por la magnitud del coeficiente constante V correspondiente a las diferentes velocidades de las
ondas de cuerpo.

La velocidad de propagacion de las oscilaciones transversales Vs es menor gue la velocidad de
propagacion de las oscilaciones longitudinalesVy, y su relacion depende Unicamente de las

constantes el asticas del medio de propagacion, tal acomo se habia previamente determinado.

Vs <Vp

G
1+2G

Vs
Vp




66

Las ecuaciones (2.19) y (2.23), tienen muchas aplicaciones en problemas de vibraciones en
ingenieria practica, entre los que se incluyen los sistemas tratados como vigas de cortante, de los

cual es |las formaciones estratigraficas de suelos constituyen excelentes model os.

‘.»“\4*

*}-‘fﬁ.;a.c{'ﬁ, ;\-n::é _‘; S

Fig. (2.4): Columna de suelo que vibra como un sistema de cortante.

2.10 Solucién ondulatoria para un estrato homogéneo isétropo Vy finito
de suelo modelado como un sistema de cortante.

Las formulaciones y soluciones de muchos problemas de propagacion lineal de ondas para

medi os homogeéneos estan disponibles en laliteratura de la mecéanica de sdlidos continuos.

De acuerdo con lo previamente establecido, la Ec. (2.23) gobierna la propagacion ondulatoria de
las ondas SH en un medio seminfinito isdtropo u ortétropo homogéneo o estratificado
horizontalmente, sujeto a desplazamientos horizontales. Ahora sera analizada la propagacion
ondulatoria en un estrato homogéneo superficial de suelo, en € que las deformaciones
predominantes son por cortante, razon por la cua se les llama sistemas de cortantes. En la
mayoria de las aplicaciones précticas, un estrato superficidl de suelo puede anadizarse
razonablemente considerandolo como una viga de cortante. El estrato de suelo homogéneo se
modela como un sistema lineal unidimensional estrechamente acoplado, de parametros
distribuidos, en € cua no se han considerado fuerzas de amortiguamiento visco el astico, y donde
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la densidad de masa p, y larigidez en cortante G, se distribuyen uniformemente por unidad de
longitud o de volumen. Otros sistemas regidos por la Ec. (23) son los medios ort6tropos de suelos

estratificados horizontal mente, sujetos a desplazamientos horizontales.

0 %
... 5 H Sopaiflcle lleie de susic =% Uy P+
| ' .I:u‘l T 4 "rp_-' .""' PF"&%’ ] /
HI 2- +" 3 -L .-r N -.: ..‘. _f';:\ - |
Roca blondo o suelc Thme } S=0 Z—u
4

Fig. (2.5): Estrato de suelo que vibralibremente como un sistema de cortante.

La pendiente del espécimen infinitessmal deformado, es proporcional a esfuerzo cortante medio
en la seccién transversal, de manera que la diferencia S entre la cortante de la parte superior
respecto a la parte inferior del elemento, en ausencia de fuerzas externas aplicadas, debe
equilibrarse con la fuerza inercia inducida por la aceleracion actuante en dicho elemento. El

equilibrio del cuerpo libre se establece empleando € principio de D'Alembert:

2
B r V-0
0z ot

La definicion de sistema de cortante nos permite establecer |a siguiente relacion:

2
s_g — §:Gau
0z 0z 622

Dividiendo ambos términos entre 6z y combinando ambas ecuaciones tenemos.
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ou o« o%u _y2 o%u

r S
az o al o7

Este resultado condujo a la Ec. (2.23), la cua resolveremos en laforma de un desarrollo en serie

en funcién de los modos naturales de vibracion, para lo cua emplearemos e recurso de

separacion de variables, partiendo de que la funcién u(Z,t) puede expresarse como € producto

de las funciones Zyy On(t) de manera que la funcién u(z,t) puede escribirse de la siguiente

forma:

w(z)=7@00 e

El recurso de variables separadas permite la siguiente transformaci on:

2 2
ou 0
= Mgn(0) (2.34)
0z 0z
izuz (2) 62%
at? ot
52 2
. . w_00n  _._ 077
Por comodidad operaciona convendremos en llamar = 5 Y zZ = ) valores que al
ot 0z

ser sustituidos en la Ec. (2.23) generan las siguientes ecuaciones, donde W, es arbitraria.

zq" -V 2z"n q,=0 (2.35)
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LaEc. (35) permite e siguiente desdoblamiento:
== (2.37)

La Ec. (2.36) indica que W, no depende de z, y la Ec. (2.37) por su lado establece que W, no

depende de t, por o tanto W, es una constante.

L as soluciones generales de ambas ecuaciones, son de las siguientes formas:
ap, = sen[wp(t-tp) =0 (2.38)

Donde {j, mide un desfasamiento arbitrario del tiempo.

z, = %sen{vll/n(z—an)} (2.39)

Ahora sustituimos las soluciones (2.38) y (2.39), en la Ec. (2.33) y obtenemos la siguiente

solucion:
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W

u(z,t)=Ahsen{vn(z—an)}sen(t—tn):o (2.40)

Aqui A,y &, son constantes arbitrarias que dependen de |as condiciones de frontera.

La forma de la Ec. (2.40) describe el modo natural enésimo de vibracion para € sistema de
cortante de parametros distribuidos, ya que ésta satisface la definicién de modos naturales de

vibracion.

La frecuencia circular natura del sistema W, se determina con la constante &, llamada

coeficiente de participacién modal, que junto con la constante que define la amplitud de vibracion

A1, serén determinadas a partir de las condiciones de frontera para cada caso.

La solucién genera de la Ec. (2.23) se obtiene combinando linealmente tantas ecuaciones de la

formadelaEc. (2.40) como se quiera.

Las amplitudes Ay y los desfasamientos de tiempo t pueden determinarse de modo que

satisfagan cualquier configuracion inicial de desplazamientos, velocidad y condiciones de
frontera, ya que cualquiera de estas configuraciones puede expresarse como una combinacion

lineal delos modos naturales de vibracion del sistema analizado.

Este tipo de solucién muestra claramente la naturaleza ondulatoria del fendGmeno, pero no se
adapta muy bien en la restitucion del movimiento del terreno, para lo cua emplearemos
posteriormente los espectros de Fourier y su funcién transformada para la restitucion del

movimiento.

Para € estrato Unico homogéneo cimentado sobre un espacio elastico seminfinito mas rigido,
mostrado en la Fig. (2.5), determinaremos las configuraciones modales y las envolventes de

fuerzas cortantes, empleando la solucién particular dada por la Ec. (2.39).

Las condiciones de frontera para el estrato analizado son las siguientes:
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I. Enlasuperficielibre z = H, y la cortante es nula, por |o tanto:

s=0 &,=0 Z_‘Z‘(H,t)=o (2.41)

ii. En lainterfase entre el estrato de suelo y & basamento rocoso, el desplazamiento relativo es

nulo, por lo tanto:

u(0t)=0 (2.42)

El estrato es caracterizado por los parametros fisicos de densidad p, modulo dinamico de rigidez
en cortante G y @ amortiguamiento interno de naturaleza viscoelastica, € cual inicialmente sera
despreciado. Estas caracteristicas se consideran aproximadamente constantes en un &rea
relativamente extensa, 10 cual permite la aceptacion del semiespacio elastico homogéneo,
despreciandose los efectos confinantes debidos a estratos vecinos con diferentes caracteristicas

mecanicas.

La condicién expresada por la Ec. (2.40) generalas siguientes ecuaciones:

du , wy Wn )

a—‘\wvc"S[vZ)-o (243)

Ycomo A Znno - Znf_(op_1)R
Vv 2

Entonces €l valor de lafrecuencia circular natural de vibracion del estrato esla siguiente:
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(2n-1)p [G
== 7 |= 2.44
W, o . (2.44)

Los periodos fundamentales correspondientes a los tres primeros modos de vibracién son los
siguientes:

2p 4H r
T, =—= — 2.45
"“w, (2n-1)\G (249)

4H 4H 4H
n=1 Thh=—- n=2 Tr=— n=3 T3=—+
VS 3\/5 5\/3

En las Ultimas décadas se ha consolidado la técnica de los micros temblores como una
herramienta eficaz para la investigacion y reconocimiento de las estructuras superficiales y
profundas del suelo. A partir de la publicacion de Nakamura (1989) se ha generalizado la técnica

(HVSR) de la relacion espectral horizontal vertica % para determinar los periodos

predominantes del suelo. Garantizando que las fuentes de ruido cultural no afecten el movimiento
de micros temblores en el basamento, es posible obtener con buena aproximacion e periodo
fundamental del suelo (Ts) en la superficie de campo libre. Esta controvertida técnica

considerada por algunos con vacios tedricos, se ha popularizado dado que la experiencia apunta
hacia su confiabilidad para determinar € periodo dominante de un sitio, fundamento de la técnica

de micro zonificacion sismica.

La fuerza cortante Sn se distribuye verticalmente en el espesor del estrato H, y su valor puede

obtenerse a partir de la definicion dada para un sistema de cortante.

S, = G(%] — A GW, cos(v\vl—” zj (2.46)
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S = —cos(vl//—” z] (2.47)

2 "

: TR
iz =1

Fig (2.6): Estrato superficial homogéneo excitado por una perturbacion armonica estacionaria.

Ahora emplearemos la Ec. (2.40) para obtener los desplazamientos y los coeficientes de
participacion modal del estrato Unico de suelo, excitado por un movimiento arbitrario Poeth

incidente desde la superficie libre.

La ecuacion que gobierna el movimiento del estrato debido ala excitacion del estado estacionario
es de lasiguiente forma:

ria+Gu=-rig(7) (2.48)

Donde Uy(T) es unafuncién vectorial del tiempo.
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L os desplazamientos se obtienen mediante la suma de | os términos semejantes correspondientes a
cada modo de vibracién, integrando la Ec. (2.40) en & dominio del tiempo (0, t), efectuando la

siguiente ecuacion integral :

u ()=-3 ﬁsen(wa' Zjiuo (t)sen[w, (t-t)]dt (2.49)

Los coeficientes de participacion modal se obtienen efectuando las operaciones integrales en €

dominio del espacio (0, h)

h

| rsen(wn zjdz
0 \ 4
an = =

oM o) (270 (250)
0

En lafigura (2.6) se muestran las envolventes de |os desplazamientos y de las fuerzas cortantes,
obtenidas como la suma de las contribuciones modales en funcion del tiempo, segin Newmark y
Rosenblueth. [23]
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2.11 Ondas superficiales.

Separacion de la ecuacion el astodindmica en un medio isdtropo homogéneo.

Hasta ahora hemos considerado solo las soluciones de la ecuacién de ondas de cuerpo, las que
existen en € espacio elastico continuo. Sin embargo, en presencia de una superficie libre, como
en el caso de latierra, otras soluciones son posibles. Se llaman ondas de Rayleigh y de Love, a
dos tipos de ondas de superficiales. Las ondas de Rayleigh existen en cualquier superficie libre,
mientras que las ondas Love, son ondas transversales que se propagan polarizadas
horizontalmente a lo largo de la interfase de dos medios con diferentes velocidades. Ambas

condiciones se cumplen en latierrareal.

Las ondas de Love se forman através de interferencia constructiva de reflej os repetidos de ondas
SH en la superficie libre. También pueden ser e resultado de interferencia constructiva entre
ondas SH, cuyas velocidades aumentan con la profundidad y que se reflgjan pos criticamente
dentro de un estrato homogéneo, 0 un conjunto de n estratos superpuestos a un semi espacio

homogeéneo. Las amplitudes de las ondas Love disminuyen con la profundidad.

L os potenciales elastodindmicos se utilizan con frecuencia en el estudio de las ondas de Rayleigh,
ya que estas ondas contienen componentes longitudinales y transversales de movimiento. Sin
embargo, las ondas Love generalmente se pueden estudiar directamente en términos de

desplazamientos, porque estas ondas son méas simples que las ondas de Rayleigh.

Los potenciales son funciones auxiliares que se introducen con frecuencia en Matematicas y
Fisica para facilitar la solucién de problemas complicados. La introduccion de potenciales
elastodinamicos permite reducir la ecuacién de movimiento (2.14) para un medio is6tropo
homogéneo, a dos ecuaciones de ondas mas simples, ya que estas ondas contienen componentes

longitudinales y transversal es de movimiento.

En estas anotaciones nos limitaremos a los medios que son homogéneos e isotropicos. Sin
embargo, la ecuacion del movimiento (2.14) de Navier para sus partes homogéneas e isotropicas

todavia resulta bastante complicada. Los métodos estandar para resolver ecuaciones diferenciaes
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parciales, como la separacion de las variables individuales, no pueden ser aplicados
inmediatamente pararesolver e sistema de ecuaciones (2.14). Por lo tanto, la solucion se expresa
como una suma de soluciones de ecuaciones méas simples. Esto puede lograrse introduciendo

potencial es adecuados.

En la siguiente seccién se aborda €l estudio analitico de las ondas superficiales Rayleigh y Love
gue se propagan en diversos tipos de medios. Siempre buscaremos la solucion en forma de onda
superficial, las que deberan satisfacer las ecuaciones de movimiento de Navier (2.14)
considerando las condiciones de frontera. Estos enfoques son mateméti camente exactos, pero més
bien formales. Para una interpretacion fisica sustantiva del problema, las ondas superficiales
serdn interpretadas como la superposicion de las ondas de cuerpo. No obstante debera
considerarse que las superposiciones pueden resultar bastante complicadas, debido a que las
ondas de cuerpo no son Unicamente homogéneas y también deberan incluirse las ondas de cuerpo
no homogéneas. Se hara un andlisis preliminar de los problemas que son comunes a todos los
casos especiales estudiados, tratando de revelar los mecanismos fisicos que conducen a la

formacion de ondas superficiales.

El medio més simple en € que se pueden propagar las ondas de Rayleigh es un semiespacio

isotropo homogéneo. La velocidad de las ondas de Rayleigh en este medio Vs, es ligeramente

menor que la velocidad de onda transversal VR =~ 0.9V5, y es independiente de la frecuencia. Por

lo tanto, las ondas Rayleigh en este medio simple no son dispersivas. EIl modelo méas smple en €
gue se pueden propagar las ondas de Love consiste en un estrato homogéneo isotropico sobre un
semiespacio isétropo homogéneo. Ambos tipos de ondas superficiales, Rayleigh y Love en este
model o son dispersivas, es decir, que sus velocidades dependen de la frecuencia.

L as ondas superficial es el asticas no representan principal mente nuevos tipos de ondas, ya gue son
generadas por interferencia de ondas de cuerpo. Por lo tanto, en principio, podriamos intentar
construir e campo de ondas superficiales mediante la superposicion de ondas de cuerpo. Sin
embargo, este enfoque no es conveniente si se consideran una gran cantidad de ondas, estratos
delgados y grandes distancias desde la fuente. Por lo tanto, es mas apropiado buscar una
descripcion matematica que permita cuantificar |as respuestas para las ondas superficiales y para

otras ondas de interferencia.
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Las ondas superficiales generalmente tienen amplitudes més grandes y periodos més largos que
las ondas de cuerpo Py Sy exhiben una dispersiéon y polarizacion caracteristicas.

2.12 Ondas Rayleigh.

Las ondas que se propagan en un medio se pueden dividir aproximadamente en dos principales
categorias: ondas de cuerpo y ondas superficiales. Las ondas superficiales se generan solo en
presencia de un limite libre y pueden ser esenciamente de dos tipos. ondas Love y ondas
Rayleigh. Las ondas de superficie en la Tierratienen dispersion, y su propagacion se describe con
unavelocidad de fase y unavelocidad del grupo.

Las ondas Love solo pueden existir en presencia de un estrato superficial blando que descansa
sobre un semi-espacio més rigido y se producen por atrapamiento de energia en € mas blando
por reflexiones multiples. Las ondas de Rayleigh siempre se generan cuando la superficie libre
existe en un cuerpo continuo.

En un medio semi-infinito la superficie libre es una frontera que permite obtener una solucién a
las ecuaciones de movimiento de ondas superficiales Rayleigh, las cuaes producen en las
particulas movimientos elipticos y disminuyen rdpidamente su amplitud con la profundidad.

movimiento particulas eliptico

- = ¥ .
sin perturbaciones

Fig. (2.7). Ondas Rayleigh
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John Strutt Lord of Rayleigh quien fue €l primero los presentd en 1885 la solucion del problema
de lavibracion en la superficie libre de un semi-espacio elastico “On waves propagated along the
plane surface of an elastic solid”, advirtiendo la importancia que ese tipo de onda podria tener en

|atransmision de temblores debidos a terremoto.

De hecho, la introduccion de ondas superficidles fue precedida por algunas observaciones
sismicas que no podian ser explicadas mediante |la teoria de ondas de cuerpo, que era bien
conocida en ese momento. En primer lugar, la naturaleza del temblor principal no estaba clara
debido a que las primeras llegadas fueron un par de temblores menores correspondientes a las
ondas Py S, respectivamente. La mayor cantidad de energia asociada a este temblor tardio, si se
compara con € de las ondas de cuerpo, fue una fuerte evidencia de una menor atenuacion
pasando por & mismo medio y esto podria explicarse Unicamente suponiendo que este tipo

adicional de onda estaba esenciamente confinado ala superficie (Graff 1975).

U,
Vacio /2

Dhreccion de

la propagacion.
t=3T/4
77! 7777 %
t=T/4
o, -
u . B.op
t=0

Fig (2.8): Movimiento particular de una onda Ravleigh
en un semi-espacio homogéneo.
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Otra contribucion principal con respecto a las vibraciones forzadas fue sucesivamente dado por
Horace Lamb, en su publicacién de 1904: "Propagation of Tremors over the Surface of an Elastic
Solid", quien resolvié e problema de una fuerza armonica puntual actuando sobre la superficie
del suelo. También propuso la solucion para € caso de un pulso general, mediante el uso del

concepto de sintesis de Fourier.

La utilidad de las ondas superficiales para los problemas de caracterizacion, ha quedado pronto
clara debido a algunas caracteristicas importantes y especialmente a la posibilidad de detectarlas
desde la superficie de un sdlido, con fuertes implicaciones en € desarrollo de técnicas no

invasivas (Viktorov 1967).

Aqui nos limitaremos a una descripcion general de las ecuaciones especificas de las ondas

Rayleigh, con atencion especia en la caracterizacion del suelo superficial.

Para €l caso de las ondas Rayleigh consideramos la interaccion de las ondas Py S con la
superficie libre de un semi-espacio uniforme. Si la condicion de frontera libre se impone en las
ecuaciones generales de Navier (2.14) para la propagacién ondulatoria en un medio homogéneo
elastico lineal, la solucion para la onda superficie propagacion ondulatoria en un medio
homogéneo elastico lineal, la solucion parala onda superficial Rayleigh, se puede deducir a partir
de los componentes P-SV de las ondas de cuerpo. La solucion de |os problemas rel acionados con

la interaccion de ondas P-SV, frecuentemente se formulan en términos de los potenciales € y

st =Q (0, Qy, 0) gue deben satisfacer |as ecuaciones de onda (2.19) y (2.23)

2
2 1 0%
Vee-——7F—7=0 (219
2 A2
Vp© ot

N
V2 ot?

@

V20 - -0 (22
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Es importante tener en cuenta que s la velocidad del medio aumenta con la profundidad, puede
existir un segundo tipo de onda que se propaga en € limite de la superficie libre, la que consiste
en una interferencia entre las ondas SH, denominada como ondas Love, y que solo puede
generarse bajo condiciones de estratificacion restrictivas, y por lo tanto no puede existir para el
semiespacio homogéneo. En sintesis, las ondas Rayleigh, son debidas a la interferencia entre
ondas Py SV; y las ondas Love, son debidas a la interferencia entre ondas SH. Las ondas de

superficie muestran una dispersion y polarizacion caracteristicas.

La ecuacion de la onda Rayleigh se puede obtener suponiendo una onda plana que vigia en la

direccion positivade las X, en € plano XZ. Asi, partiendo de que los desplazamientos Uy y U, se

pueden escribir respectivamente como:

UX_Z_f-i_@l Ux=O :ﬁ_él
X 0z 0z OX

Donde £ y Y son funciones potenciales que resultan estar relacionadas respectivamente con la

dilatacion y larotacion del medio. Sustituyendo Uy y U, en las ecuaciones primera y tercera del

sistema de ecuaciones (2.14) de Navier, resulta:

De estas ecuaciones se obtiene;

O _(1+26) o\, 202
o2 r p

52y [ rjvz =V 2V

(2.52)
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L as ecuaciones de laforma (31), admiten soluciones para propagacién dispersiva de la forma:

(2.53)

Donde F(z)y H(2)son funciones que describen la variacion de la amplitud de la onda con la

Zy

profundidad z, y k =L— es el nimero de onday LR eslalongitud de la onda generada.
R
E 1.2
L§ Poissan's ratio=0.25
5 4
ﬂ Vertical componeant
‘é‘ .. _:: .- .. Horizontal componant
o
£ -.
g- 06 t
G 04 |
b
rd
= .
E [
: .
g :
% L] a2 0.4 06 08 1 i2 1.4 1|6
o 02 -
E .....
=
=
H .0e

Z=2z/Ly
Fig (2.9} Variacion de amplitndes vertical v horizontal de desplazamiento de ondas B
(Das, 1990; Das v Ramana_ 2011)
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Amplitnd en la profundidad z

Amplitud en la superficie

08 04 02 0 02 D4 08 08 Lo 12
| I ] I ] I I

| Herizantal

- Component -2

Vertical
Compoanent

[W[z:']

Profimdidad
Longitud de onda

Fig (210} Amplitud vertical v horizontal de las ondas Ravleigh en fincion de la velocidad
coeficiente de Poisson y longitud de onda. Richart 1970

Al sustituir los valores de @ y Y dados por las ecuaciones (2.53), en las ecuaciones (2.52), y

considerando la condicién de que la amplitud de la onda superficia tiende a cero con la

profundidad, losvaloresde F(z) y H(Z)resultan iguadles a

Losvaloresde Aly A2 se obtienen considerando que los esfuerzos cortantes y normales en la
superficie del semiespacio deben ser nulos. Valiéndose de estas condiciones y realizando agunos

arreglos mateméticos, se obtiene la ecuacion para determinar la velocidad de propagacion de las
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ondas Rayleigh en la superficie. En particular para el caso de deformacion plana, descartando las
soluciones que dan amplitud infinita a profundidad infinita, una solucién se puede encontrar solo
s la ecuacion caracteristica obtenida, es satisfecha por la velocidad de propagacion de la onda de

superficie:

K6+8K4+<24—1692)K2+16(gz—1)=0 (2.55)

La Ec. (35) es conocida como ecuacion de Rayleigh, donde K y y son las siguientes relaciones
entre las vel ocidades de ondas longitudinales (P), de distorsion (S) y ondas Rayleigh (R):

Esta ecuacion es clbicaen K 2 y sus raices son una funcion de la relacion de Poisson, dado que,

22 (21(12“)) Se puede mostrar (Viktorov1967) que para los medios reales 0<n < 0.5solo
-n

existe una solucion real y aceptable, en €l rango de 0 a 1. La relacion entre las velocidades de
propagacion de las diferentes ondas como una funcion de la relacion de Poisson, se muestran en

siguiente grafico debido a Richart.

_ 0.87+1.12n Vv

v, (257)

VR

Resulta evidente que la diferencia entre la velocidad de la onda de corte y la velocidad de la onda

de Rayleigh es muy limitada, siendo esta Ultima ligeramente més pequefia que la primera. En

Y/
particular, €l rango exacto de variacion esta dado por: 0.87 < V—R < 0.96
S
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Debe tenerse en cuenta que no hay dependencia de la velocidad de las ondas de Rayleigh con la
frecuencia, un medio elastico lineal homogéneo se caracteriza por un valor Unico de velocidad de
onda Rayleigh. La velocidad aparente de una onda Rayleigh en un semi-espacio que es un solido
homogéneo de Poisson, es independiente de la frecuencia de la onda, y aproximadamente el
90% delavelocidad delaonda S.

Es importante sefidlar que la onda de superficie se puede ver como la superposicion de dos
componentes separados. uno longitudinal y el otro transversal que se propagan alo largo de la
superficie con la misma velocidad, pero tienen diferentes leyes exponenciales de atenuacion con
la profundidad. Obviamente, |os campos de onda son tales que |a superposicion de los dos da un

esfuerzo total nulo en el limite del semi-espacio.

En lo que respecta a los campos de desplazamiento, se pueden calcular introduciendo la solucion

de la ecuacion caracteristica en las anteriores formulaciones.

Los componentes de movimiento horizontales y verticales resultantes estan fuera de fase en 90 °
una con la otra, con la componente vertical mas grande en amplitud que la horizontal, por lo

tanto, e movimiento de particulas resultante es una elipse.
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Relacion de Poisson v

Fig (2.11): Relacion entre el modulo de Poisson v la velocidad de propagacion de ondas
P. S v R en un semi-espacio lineal homogéneo. (Richart 1962)

En la superficie del suelo, la eipse es retrograda, en sentido anti horario si e movimiento se
propaga de izquierda a derecha como se muestra en la figura, pero a profundizarse la elipse se

invierte a una profundidad igual a aproximadamente 1/2 delalongitud de onda.

0.42 0.62
| | -
|' _/"’l X

f A
."l l,f
e retrograde ()
10
s
0.19 & ;-*-"f / ()
i
" / 0.19 %

b prograde ()
.y 0

Fig (2.12) Movimiento particular de una onda Rayleigh.
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La onda Rayleigh tiene su polarizacién en el plano vertical radial, con movimiento particular
eliptico y retrégrado. EI movimiento particular con profundidad tiene la misma forma para todas

las frecuencias, pero €l valor absoluto depende de la frecuencia w, o la longitud de la onda. El

desplazamiento U, decae exponencialmente con la profundidad; el desplazamiento Uy decae a

cero a una profundidad z = 0.19A. Para x3 < 0.19A el movimiento es retrogrado, paraz > 0.19A el

movimiento es progrado.

Otra observacion importante es que siendo la disminuciéon de la amplitud exponencia con la
profundidad, la amplitud del movimiento de la particula se vuel ve répidamente insignificante con
la profundidad. Es por esta razon por la que se puede evaluar que la propagacion de la onda
afecta a una zona de superficie confinada, por 1o que no esta influenciada por las caracteristicas

mecani cas de capas mas profundas que arededor del orden de una longitud de onda.

La solucién para una linea o fuente puntual de carga dindmica que actlia sobre la superficie del
suelo fue resuelta por Lamb en 1904 en € trabgjo previamente citado. En este sentido, es
importante observar que, debido a la simetria axial del problema, |a perturbacién se propaga en
forma de un campo de ondas anulares. La reduccion de la atenuacion geomeétrica de las ondas

superficiales se puede asociar directamente a esta propiedad.

vertical
vemeal W;\]l'l.ww .
!l' Rayleigh wave
|!
radial ™ |
R p—— ___q__hw,-*““wu’ V| asseee—eenn
| | ||
{V
'J
r M '| I |
transyerse o | Il | | fl 1
—= rem—rlY) lﬂ f\ JMHI '|I"’|."‘“ WY \ \
100 200 400 500 G600
) [seconds)

Fig (2.13): Sismograma de tres componentes que muestra las ondas Rayleigh v Love.
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El factor de dispersién geométrica, es decir, el factor seglin € cua las ondas Se atentian a medida
que se algan de la fuente, se puede estimar con las siguientes consideraciones fisicas sobre los
frentes de onda. Considerando una fuente puntual enterrada en un medio infinito, la energia
liberada se extiende sobre una superficie esférica y, por tanto, su atenuacion es proporciona al
cuadrado de distancia de la fuente. Dado que la energia es proporciona a cuadrado de los

desplazamientos, los Ultimos se atentian proporciona mente ala distancia.

Andogamente cuando las ondas de Rayleigh, son generadas por una fuente puntual que actia en
la superficie del suelo, se propagan con un frente de onda cilindrico, su atenuacion de energia 'y

desplazamiento debe ser proporcional alaraiz cuadrada de |a distancia.

En lo que respecta a la atenuacion geométrica de las ondas longitudinales y de corte alo largo de
la superficie libre, no es posible una analogia con los casos anteriores, pero se puede demostrar
gue debido ala pérdida de energia en € espacio libre, la atenuacion de desplazamiento varia con
el cuadrado de ladistancia (Richart et a., 1970). En resumen para un semi-espacio elastico lineal,
una ley de potencia simple del siguiente tipo puede expresar la atenuacion del amortiguamiento

por radiacion:

2  Para ondas longitudinales y transversales en la superficie

1
= 2H= 1 Para ondas de cuerpo en el sélido
1/2 Para ondas Rayleigh

De acuerdo con los resultados contenidos en € trabajo de Lamb, los desplazamientos a gran

distanciar de unafuerza armonica puntua vertical er'Wt Se pueden expresar como:
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b, i(wt—kr-p/4
Ze|(w rp)

Jr (2.58)

b, i(wt—kr+p/4
rel(w r+p/4)

Donde U; y WU son los desplazamientos verticales y radiales, bz y h- son funciones de los

parametros mecanicos del medio y k es el nimero de onda, definido por larelacion k=w/ VR

L os dos desplazamientos estan fuera de fase en 90 ° y por lo tanto, las particulas describen una
trayectoria el iptica, como fue predicho parala solucién del problema homogéneo relacionado con

lavibracion libre.

P-Wave S-Wave E-Wave

@1 N P ‘ ;K

| — ‘ I[ t

|
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Miinor E'rsmanr ‘hiajﬂr Tremor |

¥ e

o —

¥ e r
Particle ‘v’IDttDn

g
@© | [
\ / Direction of Wave Propagation

Fig (2.14): Complete wavefield predicted by Lamb (1904) for a surface
point source on an halfspace. (a) horizontal radial motion;
(b} vertical motion; (c) particle path of Rayleigh waves.
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2.13 Ondas Love.

L as ondas transversales que se propagan polarizadas horizontalmente a lo largo de la interfase de
dos medios, se conocen como ondas Love. Surgen por la existencia de un estrato solido sobre
yaciendo en la superficie de un semi-espacio, y cuya velocidad de propagacion de las ondas
transversales, es menor que la correspondiente a semi-espacio. La profundidad de penetracién de
laondaen el semi-espacio aumenta con la disminucion del espesor del estrato. Cuando no existe
dicho estrato, la onda Love en e semi-espacio se transforma en una onda transversal plana

polarizada horizontal mente.

A diferencia de las ondas superficiales Rayleigh, que tienen un tipo de desplazamiento P-SV
acoplado, las ondas Love solo contienen movimiento SH. Se puede demostrar que € movimiento
de la onda superficial en la direccion transversal y, es imposible en un semi-espacio homogéneo.
Sin embargo, las ondas superficiales SH pueden existir en un medio estratificado, en € que las
ondas planas pueden vigjar horizontalmente de forma que haya un reflgjo critico en el limite entre
el estrato y € semi-espacio. Estas ondas requieren una estructura de velocidad que varia con la
profundidad, y no pueden existir en un semi-espacio uniforme. Esto es porque la condicién de
esfuerzo superficia libre es incompatible con la propagacién de una onda superficial de tipo SH
en este medio. En este caso, las ondas se reflegjan por completo en la parte superior e inferior del
estrato y quedan atrapadas dentro de éste.

En términos generales las ondas superficiales se caracterizan por tener soluciones que son

funciones exponenciales dependientes de la profundidad f (Z).

Consideremos e problema de una onda SH arménica plana que incide en e limite de dos
espacios unidos en la interfase. Para resolver este problema, debemos investigar 1a naturaleza de
las ondas criticas reflgadas.

La circunstancia méas simple en la que podemos cuantitativamente analizar |a propagacion de las

ondas Love es € caso de un estrato plano con densidad I, y velocidad de corte Vslsuperpu&eto

a semi-espacio con Iy y VsZ . Aunque la onda se reflgja totalmente en la parte inferior del estrato,

hay un desfase asociado con la reflexion critica, por 1o que la relacion de dispersion de velocidad de
fase debe introducir un desfase adicional para tener en cuenta e desplazamiento de fase de la
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reflexion critica. Si ahora consideramos el caso de las ondas del plano SH que se propagan en un
estrato de baja velocidad sobre un semi-espacio, las ondas Love solo pueden ocurrir s € estrato

superficial tiene una velocidad menor que todo el semi- espacio.

Las ondas Love se observaron reamente en los sismémetros mucho antes de que fueran
explicadas por A.E.H. Love. Aungue es posible derivar la solucion como una serie de ondas SH
criticamente reflgadas, también puede obtenerse la solucion mediante funciones exponenciales
de la profundidad.

Para resolver problemas de ondas SH, usaremos directamente el componente de desplazamiento

Uy, directamente, 10 que resulta mas simple que emplear los potenciales QX y QZ S

ou, OUy 4u - -
X+ +—% =0 y laecuacion de movimiento
ox oy o0z

duy o
u, =(0,uy,0) y W:O’ obtenemos: divu =

(14) para un medio isotropico homogéneo simplifica a la ecuacion de onda de corte para el

2

2 1 0 Uy

componente uy: \% uy -
V& ot

L as soluciones para una onda arménica Love que vigja en la direccién y en un estrato de espesor
h que cubre un semi-espacio, en el que para todo e estrato Uy =U, =0, Uy = uy(x, Y, z) y para

ou

la superficie libre z:0—>tzy:0—>—y=0 Estas condiciones de frontera se resumen

0z

mediante las ecuaciones (2.59):

7 (%-ht)=0
x,0,t)=uy(x,0t) (259
X,0,t) =ty (x,0,t)
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L as soluciones estan dadas por:

2

\Y :
uy = Aiexp[—kz 1—#]%61 exp

2
kz 1—\%} exp[ik(x—th)] (2.60)

sl sl

En e semi-espacio debgjo del estrato z> 0 y se omite € término que establece € crecimiento

exponencial, generandose la siguiente solucion:

2
uy = A, exp| —kz /1—% exp|ik(x-Vt)] (2.61)
sl

Si en @ semi-espacio la velocidad de propagacion de las ondas Love es menor que la velocidad
de las ondas de cortante, la amplitud del desplazamiento debe decaer exponencialmente con la

profundidad debajo de lainterfase, que es una condicion para una onda de superficie.
w V, 2
Entonces Vv, = ?<V32 — [1-=t5 >0 esrea y positivo.
V.
s2

Al igua que en e andisis de las ondas de Rayleigh, las condiciones de esfuerzos y
desplazamientos en la superficie libre deben ser compatibles. También debe garantizarse la

continuidad de |os desplazamientos y |os esfuerzos en lainterfase de |os dos medios.

Unicamente los componentes tangenciales de esfuerzo y € desplazamiento no son cero para las

ondas de tipo SH.
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Estas soluciones son muy complejas, pero puede demostrarse que satisfacen las ecuaciones (2.14)

de Navier.

Fig (2.15): Polarizacion horizontal de ondas Lowve

W
;J

Las ondas Love vigian mas rapido que las ondas de Rayleigh, pero debido a que la velocidad de

fase es dependiente de la frecuencia W entonces las ondas de Love son dispersivas. En

consecuencia, un tren de ondas Igjano se puede observar desde un evento tele sismico.
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3. MECANICA ONDULATORIA EN MEDIOSHOMOGENEOS
ESTRATIFICADOSHORIZONTALMENTE.

3.1. Introduccion.

Generamente, en la mayoria de los casos reales, 0s depdsitos de suelos estan constituidos por
formaciones estratigraficas con materiales de diferentes propiedades elésticas, por lo que es
necesario estudiar la propagacion ondulatoria a través de medios homogéneos e isotropos,
estratificados horizontalmente. Una primera aproximacion a la mecanica ondulatoria en medios
estratificados, consiste en aplicar laley de Snell alas ondas de cuerpo refractadas y reflejadas que
llegan a las superficies de contacto de dos estratos con propiedades diferentes. Para la
propagacion de ondas en un medio solido eastico, rigen las mismas leyes utilizadas en Optica
geométrica, donde se cumple e Principio de Christian Huygens (1629-1695) enunciado en 1678,
segun €l cual, todo punto de un frente de ondas constituye un nuevo centro generador de ondas,
las cuales se expanden hacia afuera a la velocidad de la onda en ese punto, siguiendo la
trayectoria de tiempo minimo entre dos puntos segun |o establece € Principio de Fermat (1650).
A partir de este simple principio, Huygens pudo derivar las leyes de reflexion y refraccion, pero
el principio es deficiente porgue no tiene en cuenta la direccionalidad de la propagacién de la
onda en € tiempo, es decir, no explica por qué e frente de onda en €l tiempo t+At esla
envolvente superior en lugar de lainferior de las ondas secundarias, ni porque una onda esférica
en expansion continla expandiéndose hacia afuera desde su fuente, en lugar de volver a
converger hacia adentro y hacia la fuente. Ademas, e principio originalmente establecido por
Huygens no explica la difraccion. Posteriormente, Augustin Fresnel (1788-1827) elaboro €
Principio de Huygens afirmando que la amplitud de la onda en un punto dado es igua a la
superposicion de las amplitudes de todas las ondas secundarias en ese punto, en el entendimiento
de que las ondas tienen la misma frecuencia que la onda original. El Principio Huygens-Fresnel
es adecuado para explicar una amplia gama de fendmenos Opticos. Posteriormente Gustav

Kirchoff (1824-1887) mostrd como este principio puede deducirse de | as ecuaciones de Maxwell.
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Del Principio de Fermat se derivalaley delareflexion, o seaque €l angulo de incidenciaesigua
a éngulo de reflexidn, y laley de larefraccion de Snell. El Principio de Fermat rige la geometria
de la trayectoria del rayo, estableciendo que la energia, o rayo, siga una ruta de tiempo minima,
es decir, toma esa ruta d entre dos puntos, 10 que requiere un tiempo de vigje extremo t, 0 sea €l
tiempo de vigje més corto o mas largo posible, con s_; =0

Tal camino se llama estacionario. En e caso de una ruta de tiempo estacionaria, existen tres

posibilidades, dependiendo del valor (signo) de las derivadas més altas de 5_; :

at? . . . N at? .
Para 2 > 0el rayo sigue una trayectoria de tiempo minimo, para Py <0 € rayo sigue una

2
trayectoria de tiempo méximo, y para 5;—2 =0 esdecir, en € caso de un punto de inflexién de la

curva de tiempo de vige, € rayo sigue unaruta de tiempo minimax.

Las ondas de cuerpo Py S, se propagan por los suelos las rocas y lalitosfera en general como un
conjunto de rayos, admitiendo que las velocidades de propagacién P y S aumentan con la
profundidad. Una onda incidente en un limite que separa dos medios se reflgja de nuevo en €
primer medio y parte de la energia se transmite o refracta en e segundo. La geometria de la
refraccion y la reflexion se rige por Ley de Snell que relaciona los angulos de incidencia,

reflexion y refraccion alas velocidades del medio.
La Fig. (2.17) ilustra la geometria del rayo para una onda incidente P en e limite entre dos
medios con velocidades V; y V. Los angulos de incidencia, reflexion y refraccion, ,15,F,

respectivamente, son los angulos que el rayo forma con lanormal ala interfase. Las fundaciones
para maguinas vibrantes inducen ondas P y S en el suelo de soporte. Cuando unaonda P incide en
un limite, en & que las propiedades el asticas cambian, se generan dos ondas reflgjadas, una P, y

una Sy dos ondas refractadas unaPy una S.
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Fig (2.17} Onda incidente P en dos medios con diferentes velocidades

Los angulos de refraccion y reflexion de las ondas S son menores que €l de las ondas P. Los
angulos exactos de refraccion y reflexion estédn dados por la Ley de Snell:

%Tfl_%fél_m?,_wfz_
Ve V2 Vg Vo

P (262

Donde p es conocida como la constante de propagacion.

Laley de Snell requiere que e angulo de reflexion seaigual a dngulo deincidencia Si V) >V, e

rayo se inclina hacia la normal, mientras que si V2 >V1 el angulo de refraccion es mayor que el

angulo deincidenciay €l rayo se algja de la normal. Cuando la velocidad de una ondareflgjada o

refractada es mayor que la velocidad de la onda incidente, puede haber un angulo de incidencia
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critico fcpara el cua las ondas incidentes P 0 S se reflgjan horizontalmente. Dicho angulo

Unicamente depende de la relacién de Poisson.

IR
El dngulo critico se define mediante laley de Snell como Tz =sin 1{\/—1}

2
. ., S Vp
Paraondas de dilatacion fo =sin~| —&~
VS
Vs
Para ondas de cortante T =9n v
P

V=N

Fig (218} Angulo de incidencia critico

De manera simple, partiendo del andlisis de refraccién y reflexidn que experimentan cada una de
las ondas de cuerpo, puede conocerse |o que sucede cuando |legan alas superficies de contacto de
dos estratos con propiedades diferentes. Para discurrir sobre la division de la energia que se
origina en e punto de incidencia, deberd considerarse inicialmente € caso particular de la

descomposicion de lasondas Py S a llegar a una superficie libre. Para ello conviene tener en
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cuenta que las ondas cortantes S se pueden descomponer en una componente paraela a la
superficie, ondas SH, y en otra contenida en el plano vertical, ondas SV. Cuando una onda
dilatante P incide sobre la superficie libre del semiespacio, parte de la energia se reflgja a través

de una onda cortante SV y parte através de unaondaP.

Al llegar una onda P sobre la superficie de contacto, se producen cuatro tipos de ondas seguin se
ilustra en la Fig. (2.19); dos ondas SV (una reflgada [P-SV1] y otra refractada [P-SV2]) y dos
ondas P (unareflgjada [P-P1] y otrarefractada [P-P2]).

Para una onda SV incidente habra cuatro ondas resultantes: una onda SV reflgjada (SV-SV1),
otra onda SV refractada (SV-SV2), una onda P reflgjada (SV-P1) y una onda P refractada (SV -
P2)

En cuanto a las ondas incidentes SH, parte de la energia es reflgjada (ondas SH-SH1) y parte
refractada (SH-SH2), pero nuevamente solo a través de ondas SH; la razon de no producir ondas

P se debe a que las ondas SH no tienen componente normal en el plano de contacto.

p L5 'S\:; p; Y SV-SV, SH SH-SH,
o ..‘[j 4 B L ﬁ ﬁ =
'['r el
Medio 1 1
T s LS
A Medio 2 B {
- X PP, SH-SH,
P-SV,
Onda incidents P Onda incidente SV Onda incidente SH

Fig (2.19): Reflexion v refraccion de ondas P v ondas S en la interfase de dos medios.

“Cuando la onda incidente es del tipo SH, con movimiento perpendicular al plano delafigura, las
ondas reflgadas y refractadas son también SH. Para ciertas combinaciones de maodulos de
rigidez y densidades en los dos medios, hay un valor unico del angulo de incidencia para el cual
no existe onda reflejada. Si los modulos de rigidez y las densidades no satisfacen esa relacion

especifica, siempre se presenta una onda reflgjada.
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Plano vertical de incidencia

<7

.-/-.
< Plano normal al rayo incidente

Eavo incident

Fig (2.20% Mooney, HM. (1973)
Handbook of Engineering Geophysics. Bison Instruments, Inc.

Sin embargo, si l1a velocidad de las ondas de cortante en &l segundo medio excede ala velocidad
del medio del cual procede la onda, existe una amplitud de variacion de angulos de incidencia

paralos cuales no se originan ondas refractadas.

En vez de ellas, € arribo de la onda SH hace surgir, en el segundo medio, un movimiento en la
interfase cuya amplitud disminuye exponenciamente a partir de lafronteray que se mueve con la
velocidad de la onda incidente proyectada sobre la interfase. En este caso hay reflexion total de la

ondaincidente, generalmente con un cambio de lafase.

Una onda incidente P puede originar ondas Py SV, mas no SH, reflgjadas y refractadas. Para las
incidencias normales y aras, no se producen ondas SV, pero en todos os demés casos se reflgan
ondas de este tipo. Cuando es vdida la relacién de Poisson, existen dos valores del angulo de
incidencia para los cuales no hay ondas P reflgada, y para todos los valores intermedios del
angulo de incidencialos valores de la onda P reflgjada es muy pequefia. Si larelacion de Poisson
no es exactamente valida, siempre se presenta una onda reflgjada P, pero para una amplia gama

de dngulos la energia asociada a €lla es menor que lamitad de laondareflgada SV.
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Para una onda incidente SV, las reflexiones y refracciones pueden ser SV o P pero no SH. La
ausencia o pequefia magnitud de la onda reflgjada P con relacion ala SV cuando la perturbacién
incidente es del tipo P, es valida cuando es del tipo SV. Como en el caso de la ondaincidente SH,
hay condiciones de reflexion total con € cambio usua de fase y una perturbacion

exponencia mente decreciente en el segundo medio cercade lainterfase.

Usuamente una onda P o S induce tanto ondas P como S reflgadas y refractadas, salvo para

angulos grandes entre laondaincidente y lanormal alainterfase.

Sin embargo, una onda que vigia normalmente a la interfase origina solamente ondas de su
misma clase y, en todos los casos, la componente més importante del movimiento refractario es
de la misma clase que la onda incidente. Estas consideraciones, unidas a que la velocidad de la
onda es funcion casi siempre creciente con la profundidad y a que los depdsitos blandos y
potentes estan limitados por superficies casi horizontales (la superficie libre y la superior de la
roca basal ya que de otra manera se erosionarian), hacen palpable que en su mayoria los efectos
de los fendmenos de reflexion multiple pueden estudiarse adecuadamente bajo la suposicion de

que se trata de ondas que viajan verticalmente.” [24]

Para formaciones con estratos multiples, son validos los principios que rigen para el caso de dos
estratos refractarios superpuestos. La geometria de refraccion para los estratos mas profundos se
torna un poco més complgia que la correspondiente al caso de un estrato superficial cimentado

sobre una formacion més rigida.

Cuando existen varios estratos se tendran multiples refracciones y reflexiones, (segin puede
observarse en gréfico de Richart, Hall y Woods 1970), y & problema de propagacion de ondas se
torna mas complgjo. Previamente se establecié que cuando € estrato superior es menos rigido
que e que lo subyace, puede generarse € tipo de onda superficial Love; originadas por las
reflexiones totales multiples de la capa superior las que se desplazan horizontalmente y producen
movimientos transversales horizontales. Esta es una clase de onda cortante polarizada
horizontal mente confinada en |a capa superficial, originada por las reflexiones totales multiples.
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Para altas frecuencias de excitacion, la velocidad de propagacion de las ondas Love se aproxima
asintéticamente a la velocidad de propagaciéon de las ondas cortantes en e estrato superior,
mientras que para bajas frecuencias dicha aproximacion representa la velocidad de las ondas

cortantes en € estrato inferior.

i)
+Puntn de excitacion

FRATEE

T

5 Tiy 2 F'g_?

AL

TR,

Py V3 Vg

PP ] TR

[
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|
L]

Fig (221 Reflexion v refraccion multiple de ondas en un sistema estratificado.
Segun Richart, FE.. Hall TR, v Woods, E.D.
Vibrations of Soils and Foundations, 19710,

3.2. Reflexion y refraccién de ondas planas en un semi-espacio de
estratos horizontales homogéneos y finitos de suelos.

La propagacion de ondas en medios no homogéeneos que exhiben discontinuidad de las
propiedades elasticas del material, como e caso de las formaciones de suelos estratificados
horizontalmente, constituyen un caso particular de la propagacion de ondas en medios continuos.

Para los efectos préacticos, se asume gue cada estrato es homogéneo e isotropo, y que las ondas
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vigan verticamente. En una interfase entre dos estratos generamente hay un cambio en la
velocidad de propagacion debido a la diferencia en las propiedades fisicas de los dos medios. En
los casos donde la variacion de las propiedades ocurre como discontinuidades discretas en el
medio, la derivacion de las ecuaciones lineales de onda, (2.19) y (2.23), no es vdlida en la
discontinuidad misma, y el problema, por lo tanto, tiene que formularse como un problema de
valor limite. Para medios continuamente variables, la dependencia del espacio es directamente

incluido en la ecuacion de onda

Cuando una onda eléstica incide en la interfase, la energia transmitida por la onda incidente se
divide en ondas refractadas y reflgadas. Las amplitudes relativas de los impulsos transmitidos y
reflejados dependen de las velocidades V, de las densidades p y del angulo de incidencia fi El
caso mas simple es e de una onda incidente normal donde todas las ondas seran P 0 S. La

energiatotal de los rayos refractados y reflejados, debe ser igual alaenergiadel rayo incidente.

Definiendo laimpedancia aclstica de propagacion de la onda entre dos medios separados por una

. ryV. . ., - ,
interfase como a =ﬁlos coeficientes de reflexion b y derefraccion g entre los dos medios
M

paraincidencianormal se expresan como:

_ roVo = rVy _ 1-a
oV, + 1V 1+a

b “1<b<1 (2.63)

2r,V. 2
roV, +ryvy 1+a

Un valor negativo de b significa un cambio de fase de 180 grados en €l rayo reflejado.
L as ecuaciones de onda (2.19) y (2.23), admiten soluciones de |a siguiente forma sencilla:

u(x,t) =, (x-Vt)+ f, (x+\Vt) (2.65)
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Donde f1 y f2 son funciones arbitrarias que admiten segundas derivadas. El segundo miembro
de esta ecuacion expresa dos oscilaciones gque se propagan en los sentidos positivo y negativo del
ge OX, con velocidad Vs, por lo que estos dos términos se conocen como ondas de
propagaciones haciadelante y hacia atrés.

Se ha establecido que la vibracion de los estratos horizontales de suelo, puede tratarse como un

problema de propagaci én de ondas de cortante en una direccion vertical.

Para €l estrato de suelo mostrado en la Fig. (2.22), una onda incidente propagandose hacia arriba
en e terreno se convierte en una onda reflgjada cuando alcanza la superficie libre, 1o cua nos
permite definir la relacion entre las funciones f1 y f2 a partir de las condiciones de frontera en la

superficielibre.

+Z |
—SUPERFICIE LIERE DEL TERRENO
=0,%=0 '
0 P _"_"'""_'Tff'"_[_"” e S———
)
&/ .q‘x‘?

Fig. (2.22): Reflexion de unaonda S en la superficie libre del suelo.

En la superficie libre z = 0, y el esfuerzo cortante G ou _ 0, condiciones gque al sustituirse en la

0z

ecuacion (2.65), nos conducen alaigualdad siguiente:
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Si Uy eslaformadelaondaen lasuperficie: Ug (0,t) =2f (t)

El desplazamiento en € instante t, es el promedio de los desplazamientos de |a superficie libre en

tiempos anteriores y posteriores.
u(zt) = 1[u (z-Vt)+u (z+Vt)] (2.66)
5119 g

La propagacion de ondas paralos dos estratos se expresa como:

zZ z
u = f; (t—vlj +0, (HVJ (2.67)

u, = fz(t—vzlj (2.69)

En la superficie de la interfase, los esfuerzos y las deformaciones por cortante son idénticos, por
lo que las condiciones de compatibilidad son:

u1(0) =U, (O)
(2.69)
U _ g, Uz
1 E = G2 oz

Al sustituir las Ecs (2.67) y (2.68) en la Ec (2.69), y considerando la ecuacion de onda de

azuz _Goaug
e T ox?
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distorsion:

Se obtiene:

z 2 xj
-2 =2t |t
2( VZJ l+a l[ ! (2.70a)

z) la X

roV.
a=-22 Representa la impedancia de propagacion de la onda.

rvi

b = 1-a Es d coeficiente de reflexion de la onda.
l+a

g = 12 Esél coeficiente de transmision delaonda.
+a

Previamente definidos mediante |as ecuaciones (2.63) y (2.64)

Tanto laondaincidente como latransmitiday la reflejada tienen la mismaforma.

Para &l caso de un estrato Uinico de suelo cimentado sobre un estrato rocoso, a como Se muestra en

la Fig. (2.23), laforma de la onda en €l punto Z, del estrato superficial, de acuerdo con la Ec

(2.66), puede expresarse en términos de la onda superficial Uy esto es:



z z
W (t,2)= O.S{Ug (t —\72] +Ug (t + \iﬂ (2.71)
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Andlogamente laformade laondaen el punto Z;, contenido en €l estrato rocoso es la siguiente:

U (t,z1) = fl(t —ﬁJ+ gl[t +ﬁ]
Vi Vi (2.72)

En la interfase entre los estratos, las condiciones de compatibilidad son las expresadas por la

Ec (2.73):

U, (t,-h)=w (t,0) (2.73)
o 0
Gz{a ]uz(t,—h)zGla—Zlul(t,O)

Z

De acuerdo con las Ecs. (2.71), (2.72) y (2.73) podemos escribir:

1 h h
f. (t)="=]| (1+a)uy| t+ +H1-a)uy| t—— 274
1() 4{( ) g[ sz (L-a) g{ Vzﬂ (2.74)
22
4 AFLORAMIENTO ROCOSO
0 ., SUPERFICIAL (1)
| L 2 B
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Fig. (2.23): Propagacion ondulatoria en un estrato de suel o homogéneo cimentado sobre roca.

Si laformade la onda superficial es:

- Ageth

(2.75)

Y ladelaondaincidente es: f,(t)= Ae™

Entonces:

|Wh iwh

o Ao

La relacion entre laamplitud en la superficie Ag y laamplitud 2A en lafrontera, puede escribirse

del siguiente modo:

Ay _ {COSZ(V‘”‘}FazsenZ(V”‘ﬂ_Z (2.76)
2A Vs, Y

La Ec (2.76) expresa € cambio experimentado en la amplitud de la onda incidente por efecto de

laexistenciadel estrato superficial de suelo de espesor h, subyacente alaroca.
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Las curvas de laFig. (2.24), muestran larelacion entre la frecuencia circular natural del estrato w

y laamplificacion dindmica del mismo para diferentes valores de laimpedancia a.

Fig. (2.24): Amplificacion dinamica del estrato de suelo superficial delaFig. (2.23).

La condicion resonante ocurre cuando la frecuencia circular de la onda incidente w coincide con

unade |as frecuencias circulares naturales del estrato:

n
2h 2.77)

Donde n denota el modo de vibracion del estrato de suelo.

L os periodos predominantes de vibracion del estrato de suelo son los siguientes:

1 (4h
= el 2.78
n 2n—1(v2) (.7)
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Este procedimiento puede emplearse para calcular los periodos de vibracion en e caso de que
existan varios estratos de suel os subyaciendo sobre un basamento rocoso.

Hemos mostrado algunas aplicaciones importantes de |a ecuacion sencilla para la propagacion de
ondas de cortante S a través de formaciones estratigraficas de suelo, verificandose que las Ecs

(2.65) y (2.67) son soluciones generales de la ecuacion de onda.

La potencia de un estrato de suelo sobre lecho rocoso rigido tiene un efecto significativo en su
comportamiento dindmico, cuando su frecuencia natural coincide con valores de frecuencias
criticas inducidas, ya que tal coincidencia genera resonancia. Tales casos incluyen; fundaciones
para maguinas, donde las vibraciones del suelo pueden ocasionar dafios severos para las
estructuras vecinas y personas. El caso de una carga en movimiento, como un tren sobre la capa
de suelo que cubre € lecho de roca es otro giemplo. Se presentan andlisis analiticos y numéricos
paradeterminar € efecto del espesor critico del estrato.

La profundidad critica asociada con una carga vertical con unafrecuenciafija W que actlla sobre

una capa de suelo se deduce de la ecuacion (2.45): h.v :Z_S(Zn_l) De manera similar a caso
W

de carga vertical, la expresion para la profundidad critica asociada con la carga horizontal con

una frecuencia fija W que actla sobre un estrato de suelo se deduce de la ecuacion (2.45) como:

V.
h" =S (2n-1
=Y (2n-1)
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3.3. Solucion en términos de frecuencias para dos estratos de suelos.

Ahora serd analizado € comportamiento dinamico para dos estratos de suelos en términos de
frecuencias, como se hizo para el estrato unico homogéneo. Si consideramos una onda incidiendo
en lainterfase del sistema en capas, parte de esa onda incidente se reflgara hacia atrés y la otra
parte vigjard a la capainferior. La onda transmitida a través de la capa inferior se reflgjard en €l
lecho de roca y se refractard nuevamente en la interfase de los dos estratos. Hadjian [25] estimé
el periodo fundamental de un perfil de suelo en capas mediante una relacion aproximada que
implica el espesor y € periodo fundamental de cada estrato de suelo y otros dos parametros que
representan la proporcion entre los espesores de los estratos de suelo. Hadjian obtuvo una
formula que estima el periodo fundamental de un perfil de suelo estratificado que puede usarse en

programas informéticos. Las frecuencias fundamentales equivalentes tienen las siguientes

expresiones:
W,
w= 1 Parai>1 (2.79)
2 w, r,H i
P 0.75{1} (1+211j
8 W, r2H2
W
W= : 1 Para ﬂsl (2.80)
W n Y nin Hz
1+b£1J [1+2 1 1J
Wy r,h,

2
H r-H
Donde: b=1- 0_2[_1} y n:4_1_8{¥J
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Fig (2 .25 Transmision de ondas en dos estratos con diferentes propiedades.

Las frecuencias fundamentales W; y W, estan relacionadas con las capas superior e inferior,

respectivamente. La solucion analitica derivada de la referencia [25] tiene la capacidad de
predecir la frecuencia fundamental de un suelo de dos capas con un error marginal. Esto podria
generalizarse para un perfil de suelo estratificado, para € cua e periodo o frecuencia
fundamental del perfil podria ser estimado mediante e uso sucesivo de soluciones para dos
estratos. Vae referir que el error inducido se debe a hecho de tomar los dos primeros términos
en el desarrollo de la serie coseno.

En términos generales, € periodo fundamental o frecuencia, es la caracteristica dindmica mas
importante de las formaciones de suelos, ya que la respuesta sera para la frecuencia o € periodo
fundamental de vibracion. Sin embargo, a veces e segundo valor de lafrecuencia natural también
podria ser de importancia practica, pero la solucidn antes mencionada no puede cuantificar esta
frecuencia. En las ecuaciones anteriores, se considerd la respuesta no amortiguada que es

admisible paralos efectos practicos.
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3.4. Reflexion y refraccion de ondas SH para dos estratos de suelos.

El desplazamiento U,de laondaincidente SH en direccion y es:

iw[t—f/mfx—c\?s':z]
u,=Ce ' S & (2.81
0~ ™0 -

sl

g
- 1,il,r

¥

5]
]

¥z
Fig (2.26) Reflexion v refraccion de ondas SH.

El enfoque parala onda SH reflgjada y refractada como ondas planas con angulo de reflexion fl

y angulo de refraccion T, respectivamente, y la misma frecuencia que laondaincidente es:
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. anf, cosf.
W t— dx— 17
. Va Vg
Reflexion u =Ce (2.82)
inf, cosf.
iw{t S 2 2 ZJ
> Vo Va2
Refraccion u, =C,e (2.83)

Las incognitas son los angulos fl y f2, el coeficiente de reflexion b = % y € coeficiente de
0

-, C
refraccion g =—2
Co

Las condiciones de contorno requieren en z = 0 la continuidad del desplazamiento, y la
continuidad para las tensiones normales y tangenciales, 1o que conduce a las siguientes

ecuaciones de compatibilidad:

UO+U1= u2 ( )

ou Paraz=0 (2.84

G1i<“o+“1)= 2_2
0z 0z

L os componentes de esfuerzo Sz, y T son cero en todas partes, yaque no se generan ondas P

0 SV. Reemplazando las ecuaciones (2.81), (2.82) y (2.83), en la primera de las condiciones de

frontera en la ecuacion (2.84), se obtiene:

; inf, inf
iwl t—S1F iw t S 1y iw t s 2y
Va Vo Vso
Ce +Ce =Ce (2.85)
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Planeamos encontrar las soluciones U; y U, del problema, para las cuaes las amplitudes Cl y
CZ son independientes de la ubicacion, ya que solo entonces podemos estar seguros de que U, y

U, son soluciones de la correspondiente ecuacion de onda. Ci y CZ son independientes de la
ubicacion s para la ecuacion (2.85) se cumple la ley de Snell, que establece que & angulo de
reflexion fl es igua al angulo de incidencia f ya que solo entonces € término exponencial
puede cancelarse.

sinf _sinf, _ sinf,

Vsl Vsl VSZ

. L i V
Parael angulo de refraccion T, se cumple sinf, _Vs2
sinf Vg4

Con laecuacion (2.85) esto conducea G, —C =G, (2.86)

L a segunda ecuacién de la condicién de frontera (2.85), permite la siguiente relacion:

Gliw[— cosf o cosf, Cl] ~G,iw cosf, c,
Va Va Vs
r
Con f,=F, 2 =12 5 que permite deducir la siguiente relacién:
sl,2 sl,2

r1VSl cosf (C1 - CO) = r2VSZ cosf2C2
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r.V_, cosf
282 2¢,+C, =C, (2.87)
erSl cosf

O bien:

De (2.86) y (2.87) se obtienen los coeficientes de reflexion y refraccion generalizadas:

C rlv cosfF-r.V cosf

b=—L= 252 (2.88)
C V cosf + r2VSZ cosf2
C 2r V cosf

g=2_ > (2.89)
CO rlv cosft + r2V32 cosf2

Paraincidenciavertical £ = 0 y las ecuaciones (2.88) y (2.89) reproducen las ecuaciones (2.63) y

(2.64).

Aqui se determinaran las soluciones para las ondas reflgjadas que resultan cuando la onda plana
de compresion P o de corte S de estado estacionario, incide en €l limite libre de un semi- espacio
de materia elastico.

Basandonos en las condiciones de equilibrio y continuidad que deben existir en la interfase entre
el estrato de suelo y el basamento rocoso mostrado en la Fig. (2.27), determinaremos las
relaciones existentes entre las direcciones de las ondas reflgjadas, refractadas y 1a onda incidente,
las cuales son sencillas y de especial interés cuando se trata de ondas el asticas que arriman a una
interfase casi plana.
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Fig. (2.27): Reflexion y refraccion de ondas en unainterfase plana.

Definiendo € vector caracteristico de configuraciones modales como Uy(2), entonces los

desplazamientos totales u (z, t) pueden escribirse en la siguiente forma complga

iwt

u(zt)=upe (2.90)

La cua es una solucién que satisface la Ec (1.29), por lo que es necesario efectuar doble

derivacion respecto alas variables (z, t), obteniendo |as siguientes dos ecuaciones:

Llevando las Ec (2.91) y (2.92) ala ecuacion de ondas de distorsion, resulta la siguiente ecuacion

diferencia ordinaria, homogénea de segundo orden:

2 2
d
G, [V\V,sz Uy = (2.93)
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Cuya solucién es de laformasiguiente:

Un (2) = Asen(pz) + Ay cos(pz) = Aget + A", e Wt (2.94)

Enestasolucion p, = Vll/_nCOSf es la constante de propagacion del medio considerado, siendo f

el angulo formado entre el haz de ondas incidentes y reflgjadas con la linea normal a la interfase

entre dos medios elasticos 1 y 2 tal como se apreciaen laFig. (2.27)

A y A’ son constantes arbitrarias dependientes de las condiciones de fronteras, y representan a
como vimos anteriormente, las amplitudes de las ondas vigando hacia arriba y hacia abgjo

respectivamente.

Tomando unicamente la parte real de la solucion (2.94), se obtiene la siguiente ecuacion:
U (Z) = A cos( pz) (2.95)

Siendo

Po=(A+A") Y Ap=(A-Ay)

Entonces la solucion delaEc (1.63) eslasiguiente:
u(zt)= Ayt cos( pz) (2.96)

En la superficie libre del estrato de suelo, las amplitudes son iguales, esto es A2 = A2, y en la

interfase entre los estratos, la continuidad del desplazamiento y del esfuerzo cortante requieren
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del cumplimiento de las condiciones de compatibilidad expresadas mediante las Ec (2.69), las

cual es aplicamos considerando |as condiciones de fronteras definidas:

w2z, (H) =uz (0) (297) tz(H)=tz(0) (2.98)
Lacondicién (2.97) implicaque: Al(eilel +e P )ul(z,t) = (Ao + A')uy(zt) (2.99)
Como laidentidad (2.99), es satisfecha para cualquier vaor (z, t), tenemos que:

W senf, = W eenf, (2.100) A (P + e )= A+ A (2.100)
Vi Vo

Donde p es la constante de propagacion del medio considerado expresada por l1a Ec (2.94).

Si se cumplen las dos condiciones impuestas de continuidad para los desplazamientos y esfuerzos
cortantes, determinadas por |as ecuaciones (2.97) y (2.98), la ecuacion (2.100) expresalaley de
Snell, la cua define las relaciones existentes entre las direcciones de ondas incidentes, reflgadas
y refractadas, para € caso de ondas planas que arriman a una interfase casi plana como la de la
Fig. (2.27).

senf;  senf,

Vi = T =p (2.102)

Seguin esta Ley, e seno del angulo ¢ formado por la direccion de propagacion de cualquier onda
- sea esta incidente, reflgjada o refractada — con la normal a la interfase entre dos medios
elasticos, es proporcional alavelocidad de propagacion Vs de laonda, en e medio estratigrafico

considerado. La condicion de continuidad de los esfuerzos cortantes expresada mediante la Ec

(2.98), generala siguiente ecuacion:
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ALGlHl(eilel —e 1P ) =GP (A —A2) (2103

Combinando las Ecs. (2.98) y (2.103) obtenemos entonces las relaciones (2.104) y (2.105):

. ; _ipH
A2+A2=A1[éle1+e 1j (2.104)

. i _ipHy
Po— A Zﬂ(e'lel —€ j{%} (2.105)

El término G/ G,P,es larelacion de admitanciaentre e suelo y laroca, y se define como:

q- Gp GV cosf; _ 1S cosf (2.106)
Gopy, GyVj cost), r,G, cosf,
; 1 o . .
Al pardmetro a = a se le llamarelacion de impedancia, contenidos en las Ecs (2.704) y (2.70b)

siendo su valor €l siguiente: a = GaPz (2.107)
GCipy '

Ahora podemos definir los coeficientes A1 y A'l en términos de la admitancia, del siguiente

modo:

Ao = O.5A1[(1+ q)eP™ +(1-q)e P } (2.108)

A =054 | (1-q)ePM +(1+q)e ™ | (5109
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3.5. Comportamiento dinamico de un semi-espacio homogéneo
estratificado horizontalmente cimentado sobre lecho rocoso rigido

Cuando €l terreno estad compuesto por dos o més estratos como se muestraen laFig. (2.28), en la
interfase entre ambos, parte de la onda incidente vigjando desde €l estrato superior, pasa por la
frontera del estrato inferior reflggandose, mientras € resto se refracta. El subsuelo se considera

como un conjunto de estratos planos. El rayo que se muestra se refracta criticamente en la parte

superior del enésimo estrato con velocidad V.

Las propiedades del suelo generalmente varian con la profundidad, especialmente larigidez, que
podria deberse entre otras causas a la historia geoldgica del suelo. Ademés, las capas de suelo
generamente se depositan una sobre la otra con € tiempo y se consolidan resultando por lo

general laformacion de materiales més rigidos con la profundidad.
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Fig. (2.28): Transmision de ondas en lainterfase entre multiples estratos.

Previamente se ha establecido que los coeficientes de reflexion y refraccion de las ondas planas
en una interfase que delimita dos medios homogéneos estratificados horizontalmente con
diferentes propiedades el asticas, dependen principa mente de las propiedades del semi-espacio y
del angulo de incidencia. Unicamente si e angulo critico se excede, se produce una dependencia
de frecuencia déhil, los coeficientes se vuelven complejos, y e signo de la fase esta controlado
por el signo de la frecuencia de la onda incidente. La dependencia de la frecuencia se vuelve
mucho mas pronunciada cuando la reflexion y la refraccion de las ondas planas se consideran en
medios subparalelos estratificados con dos 0 mas interfases. Entonces, en general, ocurren
fendbmenos de interferencia y para frecuencias especidles u ondas longitudes, ocurren

interferencias constructivas o destructivas.

La frecuencia fundamental para un depdsito multi estratificado del suelo, podria ser evaluado
mediante &l uso sucesivo de las soluciones para dos estratos, establ ecidas mediante las ecuaciones
(2.79) y (2.80). Como €l perfil del suelo de dos estratos se valida con una solucion aproximada,
para ssimular la propagacion de las ondas en el suelo multi estratificado se adoptard una relacion
con una rigidez variando linealmente con la profundidad. Sin embargo, la rigidez del suelo no
debe variar dentro de cada segmento en el que se hadividido € estrato considerado. No obstante,
la longitud de cada elemento es muy pequefia y, por lo tanto, € efecto de considerar la rigidez
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constante sobre un pequeiio segmento de profundidad puede no tener mucho efecto. Es una
practica comun considerar un semi- espacio homogéneo con un modulo de corte promedio, pero
es mas practico variar e modulo de corte del suelo con la profundidad, ya que el caso homogéneo

subestima las caracteristicas de amortiguacion del medio.

Fig (2.29): Variacion lineal delarigidez del suelo con la profundidad.

Se asume una variacion derigidez lineal con la profundidad para € perfil del suelo que descansa
sobre € lecho de roca rigido horizontal. La variacion lineal del médulo de corte con la

profundidad se elige de tal manera que: Gj =GO(1+aZj) donde & es latasa de linedlidad, G

es e médulo de corte a una profundidad determinada, C%) es una referencia del médulo de
cortante en la superficie del suelo, y z j € determinada profundidad debajo de la superficie del

suelo. Se supone que larigidez a cortante del depdsito de suelo es menor en la superficie y que
aumenta gradualmente con la profundidad. Las amplitudes de un suelo con una rigidez que
aumenta casi continuamente exhiben e mismo comportamiento asintético para bajas y altas
frecuencias, que € estratificado a como se aprecia en la Fig. (2.30) pero € incremento de las

bajas amplitudes del suelo més rigido, respecto alas amplitudes del suelo blando, es mas regular.
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En general, los medios de semi-espacio estratificados son de gran utilidad para resolver
problemas de propagacion ondulatoria inducida por cimentaciones de maquinarias. Los efectos
de la estratificacion del suelo en las fundaciones, generalmente aumentan larigidez estatica 'y de
baja frecuencia en comparacion con la rigidez de un suelo homogéneo, y la amortiguacion de
baja frecuencia se reduce considerablemente. Para altas frecuencias, la amortiguacion y larigidez
se aproximan alos valores de un suelo homogéneo. Se produce un cambio rapido de estos valores
alrededor de las frecuencias caracteristicas para e modo horizontal y torsional, y para los modos
vertical y oscilante, la rigidez se vuelve pequefia y puede ser cero o incluso negativa. Se puede
afirmar ademas que los efectos de la estratificacion se reducen cuando € espesor del estrato

aumenta, y para valores muy grandes de la relacion entre el espesor del estrato y el radio de la

cimentacion (h/r0—>oo)los valores del semi-espacio son alcanzados. Por otro lado, para

estratos muy delgados, larigidez dinamica alcanzarialos valores del semiespacio subyacente mas

rigido. La influencia de un estrato delgado en larigidez de un medio espacio subyacente es mas
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fuerte para los modos horizontales. Generalmente el estrato superior del suelo tiene una gran

influenciaen larigidez de la base.

En sintesis, los efectos de |a estratificacion del suelo sobre larigidez de las cimentaciones y en la
propagacion de ondulatoria, son més 0 menos o mismo: e material més profundo del suelo
generamente tiene mas influencia en el comportamiento de bajas frecuencias, mientras que las

capas superiores son mas importantes para frecuencias mas atas. Las frecuencias caracteristicas
de los modos horizontales W, y de los modos verticales W;son las mismas para las ondas y los

cimientos. Los estratos superiores suaves gercen una influencia considerable en larigidez de la
cimentacion y puede explicar al gunas observaciones experimental es.

Luco [26] estudia el problema de las vibraciones arménicas forzadas de un disco rigido sin masa
soportado sobre un medio de estratos el &sticos. El medio elastico consiste en una capa de espesor
constante colocada en un semi-espacio eléstico. El contacto entre el estrato y el semi-espacio
subyacente es tal que se asegura la continuidad de los desplazamientos y las tensiones en la
interfase. Las vibraciones verticales, oscilantes y horizontales forzadas con dependencia
armonica de tiempo se consideran bajo la suposicion de una union relajada entre € disco rigido y
el estrato superficial. Los problemas resultantes del valor de limite mixto se reducen a conjuntos
de ecuaciones integrales de Fredholm que se resuelven numeéricamente para un amplio rango de
frecuencias. Las relaciones fuerza-desplazamiento asi obtenidas presentan varias diferencias con
los resultados correspondientes para un semi-espacio homogéneo. En general, las impedancias de
balanceo son las menos afectadas por |a estratificacion, mientras que las impedancias verticales
son las més afectadas. Las impedancias para un medio estratificado muestran una dependencia de
frecuencia mas fuerte que las impedancias para el semi-espacio. Para contrastes intermedio y alto
entre las propiedades elasticas del estrato, y € estrato del semi-espacio, hay una reduccién
considerable de la amortiguacion por radiacion para bajas frecuencias.

El modelo de elementos finitos TLM-PBC se emplea para evaluar numéricamente la propagacion
ondulatoria en medios de semi-espacio estratificado. Este tratamiento puede investigarse en
Cohen, Sedle, Park, Maeday Kausel.
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4. CIMENTACIONESAPOYADASEN EL SEMI-ESPACIO
ELASTICO HOMOGENEDO.

4.1. Introduccion.

Un problema basico importante y Util para € andlisis de la propagacion de las ondas en los
suelos, es € problema de un semi-espacio elastico cargado en su superficie por una carga
dependiente del tiempo, que puede fluctuar armoénicamente con e tiempo, o puede aplicarse en

un tiempo muy corto.

Generamente las cimentaciones para maguinas son superficiales y los efectos interactivos suelo-
estructura se determinan empleando la respuesta a las vibraciones en un medio elastico solido
semi-infinito, delimitado por un plano horizontal, problema estudiado inicialmente por Rayleigh
al introducir en 1885, [14] €l tema de las vibraciones libres para un semi-espacio elastico, lo cua
significa que la masa de suelo esta limitada en uno de sus lados, mientras que se extiende
infinitamente en las otras direcciones, con la superficie superior como un limite, debido a que las

dimensiones del suelo se extienden infinitamente en todas |as direcciones.

Horace Lamb (1849-1934) [ 15 ] en 1904, estudia las vibraciones de un semi-espacio elé&stico,
excitado por un impulso vertical de corta duracion, aplicado en su superficie, asi como las
vibraciones debidas a una perturbacion aplicada internamente. Este andlisis corresponde a un
caso de propagacion de ondas en dos dimensiones. Para su estudio, Lamb consider6 el semi-
espacio de Joseph Boussinesq (1885), limitado Unicamente por un plano horizontal. como un ente
que para los propositos practicos, sustituye en primera aproximacion a terreno. Boussinesq ideo
el semi-espacio elastico, para obtener el estado de esfuerzos por debajo de cualquier superficie
particular de suelo a cualquier profundidad y distanciaradial, para una carga estética vertical . Por
tal razén € problemade Lamb, es conocido como " Carga dinamica de Boussinesq



126

- e = r\' # . ——— ..u : -',z-’f
- » — _{r Ul. y
I'J =& J
Fig (4 1): Mode¢lo dz Boussinesg de carga pustual P y circular distribuida q sobre un medio semi-infinito,

Tomado de "Iniroduccion a la Ingenicria de Cimentaciones”. por Cruz, L.

Para €l caso de perturbaciones ondulatorias, se baso en las leyes de propagacion para un medio
ilimitado, desarrolladas por Green y Stokes. Para Lamb un asunto clave fue considerar que las
ondas superficiales descubiertas por John Strutt Lord of Rayleigh, evidenciaba la influencia de la
superficie libre, en la modificacion del caracter de las vibraciones, ya que las ondas Rayleigh,
siempre se generan cuando existe una superficie libre en un cuerpo continuo. En su trabgjo,
Rayleigh anticipd la importancia que ese tipo de ondas podrian tener en la transmision de las

perturbaciones debidas a terremotos.

Lamb demostr6 cOmo una serie de fuerzas verticales periddicas, con diferentes frecuencias,
pueden combinase y remplazarse por una fuerza sencilla aplicada en la superficie. También
introdujo & novedoso fendmeno de amortiguamiento por radiacién, hasta entonces desconocido,
demostrando que para fuentes perturbadoras puntuales o lineales actuando en la superficie a
través de un ge de simetria axial, la perturbacion se propaga en forma de un campo anular, de
modo que se atenlan a medida que se apartan de la fuente. La reduccidon de las ondas
superficiales por atenuacion geométrica, pueden asociarse directamente a esta propiedad. Antes
del trabajo de Lamb, Lord Rayleigh, aunque no resolvio € caso de una fuente puntual, tuvo una
intuicion similar sobre la atenuacion de las ondas superficiales a medida que se apartan de la

fuente.
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Fig. (4.2): Radiaciones en & semi-espacio elastico debidas a vibraciones verticales.

El factor segin el cual |as ondas se atentian a medida que se algan de la fuente, se puede estimar
considerando que los frentes de ondas generados en una fuente puntual enterrada en un medio
infinito, la energia liberada se extiende sobre una superficie esféricay por lo tanto su atenuacion
es proporciona a la cuadrado de distancia de la fuente. Dado que la energia es proporcional al
cuadrado de los desplazamientos, estos Ultimos se atenGian proporcionalmente a la distancia.
Andogamente ya que las ondas de Rayleigh, son generadas por una fuente puntual que actia
sobre la superficie del suelo, se propagan con un frente de onda cilindrico, y su atenuacién es
proporcional aladistancia, y la atenuacion del desplazamiento es proporcional alaraiz cuadrada
de la distancia. En cuanto a la atenuacion geomeétrica de las ondas longitudinales y de superficie
libre, no es posible establecer una analogia como las anteriores, pero es demostrable que debido a
la perdida de energia en € espacio libre, la atenuacion del desplazamiento varia con €l cuadrado
de la distancia (Richart et al. 1970). En sintesis, para un semi-espacio €lastico, €
amortiguamiento por radiacion para las amplitudes de ondas, puede expresarse mediante una ley

de potencia del tipo:



128

1/2

Donde n=1para ondas longitudinales y transversales en la superficie; n=2para ondas de

cuerpo en € solido; y n= % para ondas Rayleigh.

Regresando a trabagjo de Lamb, los desplazamientos a gran distancia r de una fuente puntual

armonicavertical Foe'Wt Se pueden expresar como:

(ke P
%el(\m ¢ ‘J (4.1)

Desplazamientos verticales: u, = F,

N i(vvt—kr+%j
Desplazamientos radiales: uy = Fy—=e (4.2

Jr

Donde U,y U son los desplazamientos verticales y radiales respectivamente, bzy brson los
w

parametros mecanicos del medio de propagacion, y K =V—es el nUmero de onda, que indica

r

el nimero de veces que vibra una onda en una unidad de distancia.
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Fig (4 3) Complete wavefield predicted by Lamb (1904) for a surface
pomt source on an halfspace. (a) horizontal radial motion;
(b) vertical motion; (c) particle path of Ravleigh waves.

4.2. Planteamiento original del problema.

Por la década de 1920 ya se conocian los problematica de Ingenieria de cimentaciones,
generados por e cada vez més creciente uso de equipos con cargas Vibratorias, debido a la
expansion del desarrollo industrial. Geiger (1927) adelant6 investigaciones para determinar la
frecuencia natural de las fundaciones, mientras que se dio un gran adelanto de la ciencia tanto en
la teoria como en la practica por medio del trabajo de Rausch, quien investigo los cimientos para
maguinas (1926) y turbinas (1924). Por su parte, Timoshenko (1928) y Den Hartog (1934)

trataron con gran cantidad de problemas practicos.

En los afios treinta, € Fondo Aleman de Investigacién Sobre Mecéanica del Suelo, (Deuctche

Forschschumgsgesellschaft  fir Bodenmechanik), se proponia realizar experimentos para
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determinar las caracteristicas dinamicas del suelo. El soporte tedrico de tales experimentos, le
fue encomendado a Hans Jakob Reissner (1874-1967), paralo cua se construy6 un vibrador del
tipo de masas excéntricas, montado sobre un marco rigido. El modelo empleado por Reissner
consistia en una masa rigida fijada a terreno, la que le inducia un desplazamiento aternativo

constante en la zona de contacto.

Reissner en 1936 publicd [16] los resultados de sus andlisis, 10s que constituyen la primera
solucion de carécter analitico para el desplazamiento vertical en la superficie de un espacio semi-

infinito homogéneo, isotropico y eléstico, dindmicamente caracterizado por el modulo de corte G,
la relacion de Poisson v, y la densidad de la masa p, sometido a un esfuerzo normal qz(t),
iwt

debido a la carga arménica R,e actuando en la superficie. La teoria del semi- espacio

elastico, propuesta por Reissner, es una generalizacion del modelo empleado por Boussinesg en

mecanica de suelos, para determinar €l estado de esfuerzo-deformacion debido a carga estética.

Reissner desarroll6 una solucion andlitica para € desplazamiento vertical periédico 4, en €
centro del &rea circular cargada en la superficie del semi-espacio eléstico, mediante integracion
de la solucion de Lamb (1904) sobre un area circular, en la que las fuerzas y 1os desplazamientos
son positivos hacia abgjo.

Consider6 como representativo € desplazamiento obtenido en & centro del area cargada,
considerando que los esfuerzos verticales periédicos G, (t) estarian distribuidos uniformemente

bajo € areacircular.

Con estos planteamientos, € problema consiste en determinar el estado esfuerzo deformacion en

un semi-espacio sometido a un estado de tensiones en unazonaderadiofy.

iwt
Oe
4z = 2 (4.3
Pry
txy :tyz =0
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Este es un problema mixto, que implica un sistema de ecuaciones integrales, parael cual Reissner
no disponia de un método de resolucion apropiado. Esto explica que haya supuesto conocida la
distribucion de presiones en la zona de contacto en la interfase, lo que no cumple con las

condiciones de compatibilidad de deformaciones, para el movimiento de un solido rigido.

El problema corresponde a la respuesta de un semiespacio tridimensional homogéneo con una
carga puntual arménica en el tiempo, cuya solucion se obtiene se obtiene mediante las funciones
de Green para el semiespacio, halladas por Lamb en 1904. Esta solucion es de gran importancia
debido a que se puede emplear como solucion fundamental en el Método de los Elementos de

Contorno paralaresolucién de problemas € astodindmicos tridimensi onal es de semiespacios.

i{mr—'rcx]

- o
o=T=1w

Estado de esfuerzos de contacto
|

=0
Estado de movimientos

Para el movimiento del punto en €l ge de simetria, se presentaen laforma:

p.aWwt p.aWt
2(t) =L —f = % (f,+ify) (44

1
GrO r0
i) §
I Pﬂe
| |
G.v.p 0pe'?
{4 0 —

Fig (4 4): Modelo del semi-espacio elastico de Reissner 1936
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En esta solucion, Iy es € radio del area circular de contacto, Fb y Wson la amplitud y la
frecuencia de la fuerza aplicada respectivamente, y f,, f2 son la parte real y laimaginaria de las

funciones de desplazamientos de Reissner, las que dependen de larelacion de Poisson v y de un

wr,
término adimensional de frecuencia @, descrito como: agp= wro\/g = V—O (4.5
s
Donde VS es la velocidad de propagacion de las ondas de cortante en el semi-espacio elastico.

Reissner establecio un término dimensional que describe la relacion entre las masas agrupadas

del cimiento y del equipo m, apoyada en e semi-espacio, y una porcion de masa del cuerpo

m
elastico mg = rr03 denominado como relacion demasa b= —3 (4.6)
rr
0

03—

r,z' |

f
"

?';\\

0,1 B

] "
[ oy
- - a,
0 053 10 15

Fig (4.5): Verlauf des Realteils #; und des Imaginirteils £, der komplexen Verschiebungsfunktion f

(nach Reissner) als Funktion der dumensionslosen Grobe ¢ = rg£2/c,

Gréficos de la parte real y la parte imaginaria de la funcion de desplazamiento complejo (segin

r-w
Reissner) en funcién de la cantidad adimensiona a, = 3— (4.7)
S
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A través de la expresion paralos desplazamientos Z(t) dados por la Ec (4.4), se puede determinar

la respuesta del sistema vibrador-suelo de masa m, admitiendo la hipétesis de movimiento de

solido rigido.

El equilibrio dinamico requiere que:

m%moe“"’t -pd"™ g

Reemplazando esta relacion en la Ec (4.8) se obtiene:

Suponiendo que |os movimientos son armoni cos segun z(t) = APoeIWt

PO( f+ if2)
(—rrw2f1+Gro)—imf2W2

A= (4.10)
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Fig. (4.6): Valores negativos de las funciones de desplazamiento de Reissner para un plato

circular flexible descansando sobre un semi-espacio el astico 1936.

f=f+if, =|f|e® =12+ 1,7*  (a11)

Fig (4.7): Representacion en ¢l plano complejo de la funcion de desplazamiento de Reissner

La solucion de Reissner constituy6 una primera aproximacion tedrica para los estudios analiticos
de osciladores apoyados en € semi-espacio eléstico, debido a que hubo discrepancias entre los
resultados tedricos y los resultados obtenidos en las pruebas de campo. En el ambito tedrico hubo
algunas imprecisiones: haber asumido una distribucion uniforme de la presion de contacto para

simplificar los célculos matematicos, no fue realista.

La hipdtesis de que las tensiones en la interfase eran independientes de la frecuencia. También

debe de considerarse los errores de signo en las funciones de desplazamiento descubiertos por
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Shekhter en 1948. En e ambito experimental, no se cumplié con las condiciones asumidas para €l
semi-espacio eléstico, por haberse desarrollado asentamientos permanentes en el transcurso de
repetidas pruebas. También se reportan amplitudes grandes para las acel eraciones, |0 que provoco
que €l vibrador impactase libremente como martillo por encima del suelo, alterando totalmente la

hipotesis de partida.

Tales circunstancias fueron las causas de | as divergencias, entre |os resultados tedricos esperados
y los obtenidos de |as pruebas, por 1o que su teoria no recibié una inmediata aceptacion de parte
de la comunidad de los Ingenieros de suelos. Sin embargo su estudio marcé las pautas para
establecer € tratamiento analitico de osciladores apoyados en € semi-espacio €astico, y esla
referencia clasica en este campo de la dinamica del suelo. Con su publicacion se marca €l inicio

de lamoderna dinamica de suel os.

Con la vibracion de la fundacion, los esfuerzos se originan en la superficie de contacto y vigjan
hacia el exterior en forma de ondas de cuerpo y de superficie. Estas ondas transportan parte de la
energia transmitida al suelo por la cimentacién, fendmeno semejante a la absorcion de energia en
un amortiguador viscoso, de modo que la disipacién de la energia es debida fundamentalmente a
laradiacion. Se ha establecido que los pardmetros basicos del suelo en lateoria del semi-espacio
elastico son e modulo de cortante G, la densidad de masa p y la relacion de Poisson v. Para esta
teoria tanto la rigidez del suelo como € amortiguamiento producido, dependen de sus

caracteristicas elasticas y de lafrecuencia de las cargas dindmicas.

La distribuciéon uniforme de las presiones de contacto asumidas por Reissner resultaban poco
realistas para fundaciones masivas, las que generan patrones de distribucion de esfuerzos no
uniformes en lainterfase suelo cimentacion. Los primeros procedimientos de calculo aplicados a
cimentaciones de maguinaria fueron propuestos en Alemania en las décadas de los 50's y 60°s,

por laGerman Research Society for Soil Mechanics (DFB) por sus siglas en aleman.

Posteriormente a la solucién para €l caso vertical, de manera casi inmediata, se dio la solucién
para € caso de vibraciones torsionales. En los afos siguientes, Reissner y Sagoci (1944) y
Shekhter (1948) continuaron en esta misma linea de trabajo y usaron el promedio de los
desplazamientos tanto en el centro como en los bordes del area cargada para obtener las curvas de
la amplificacion dindmica como una funcién de la frecuencia y la relaciéon de masas

adimensionales.
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4.3. Aportes de Quinlan, Sung y Bycroft.

En la década del 50 aparecen importantes trabajos que aportaron grandes avances en e estudio de
cimentaciones sometidas a cargas dinamicas, apoyadas en €l semi-espacio e astico, destacandose
los de Wilson (1942), T.Y. Sung (1953), P.M. Quinlan (1953), Pauw (1953), Arnold y
Warburton (1955) y Bycroft (1956).

El trabgo de Reissner quedd olvidado hasta que en 1953, resurgiera con la aparicion de los
articulos que Quinlan y Sung, [17, 18] presentaron en € LVI Annual Meeting of American
Society for Testing and Materials (ASTM). Quinlan y Sung evaluaron los efectos de la
simplificacién asumida por Reissner de presion uniforme, considerando tres tipos de presiones
dindmicas debidas a excitaciones generadas por una carga constante y dependiente de la
frecuencia, como contrapartida a las presiones estéticas verticales. En dichos articulos exponen
resultados mateméticos obtenidos independientemente para distribucion de presiones uniforme,
parabdlica, y una correspondiente a la condicién de cimentacién rigida, en la interfase de
contacto de la fundacion circular y € suelo, en un intento de continuar con las investigaciones
antes iniciadas por Reissner. La distribucion para cimiento rigido corresponde a una presion
maxima en €l borde y finita en e centro, mientras que la distribucion parabdlica exhibe presion
cero en el borde con valor méximo en el centro.

Quinlan establece las soluciones para las tres distribuciones de presiones, presentando
Unicamente la aproximacion correspondiente a una cimentacion rigida circular. El también
propuso la solucién para un vibrador rectangular largo asumiendo varias distribuciones de

presiones de contacto, usando diferentes aproximaciones.

Sung extiende la solucion de Reissner desarrollando ecuaciones para las presiones de contacto
correspondientes a los tres casos, considerando diferentes valores para la relacion de Poisson, y
una distribucion simétrica axial de la carga total de la carga P(r,t) , con frecuencia W , aplicada

en lasuperficie libre del semi-espacio el astico.



137

El desplazamiento vertical en el centro del &rea de contacto de la cimentacion circular apoyada en

un semi-espacio elastico, se expresade lasiguiente forma:

pdWt
z(0,0t) -0
Gro

(f1+if2) (4.12)

Los vaores de las funciones de desplazamientos fl, f2 fueron determinados por Sung,

demostrando que los val ores para las funciones fl, f2 de desplazamientos de Reissner, cambian

con ladistribucion de las presiones.

Quinlan y Sung, fueron capaces de evaluar la amplitud de la frecuencia de resonancia necesaria

para mantener la vibracion y el desplazamiento en el centro de la zapata, o que implica el uso de

los datos de una prueba ssmple de vibracion de campo, basada en la teoria del semi-espacio

elastico. Sung presentd gréficos de disefio para fundaciones de maguinas basadas en su trabajo.

Sus parametros adimensionales han sido empleados para predecir la respuesta de una fundacion

de maguina para un sitio particular donde se harealizado la prueba de vibracion de campo.
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Fig. (4.8): Distribucion de esfuerzo uniformes de contacto para cimentacion circular flexible

apoyada en un semi-espacio € astico. Quinlan y Sung 1953.
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Fig. (4.9): Distribucién para cimiento rigido con una presion de contacto maxima en el borde y

finitaen el centro. Quinlan y Sung 1953.
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Fig. (4.10: Distribucion parabdlica para cimiento rigido con una presion de contacto maxima en
el centro y nulaen los bordes. Quinlan y Sung 1953.

La distribucion de las presiones de contacto g erce influencia en las respuestas de las amplitudes
de los desplazamientos de las cimentaciones, segun se aprecia en los gréficos correspondientes a

los tres tipos de distribucién de Quinlan y Sung. Se observa que la distribucion de presiones



139

parabdlicas y uniforme, producen mayores desplazamientos que una cimentacion rigida. Pueden
obtenerse mejores resultados para las respuestas, s |la amplitud se determina en base a un

promedio compensado de |os desplazamientos verticales.

4
25 P = Parabolica.
K = Uniforme.
20| S = Rigida
1,60
1.0L
0,5
| - (1. = rﬁ_m
U 7
0 0,5 1,5 2.0 f

Fig (4 11): Efecto de la distribucién de presiones en la respuesta
de una cimentacién rigida para vibracion vertical. Sung 1953,

Arnold. R.N. et al, en 1955 [18], cuantificO la respuesta dinamica de una cimentacién rigida
circular, apoyada en el semi-espacio elastico, para € modo vertical de vibracion y para otros
modos denominados de balanceo y dedlizamiento. Para una cimentacion rigida, los
desplazamientos dinamicos debgjo de la zapata, no siempre son uniformes ya que varian con la
frecuencia. Basado en este punto de vista, se evalud € promedio ponderado del desplazamiento

bajo la base y una magnitud media de las funciones de desplazamiento.

G.N. Bycroft [19] en su publicacion de 1956 consideré un promedio compensado de los
desplazamientos debajo de la cimentacion para la distribucion de presiones en cimentaciones

rigidas, como una solucion aproximada a las presiones reales requeridas para obtener valores que

cumplieran con las funciones de desplazamientos, fl y fz. Estas soluciones dan resultados
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satisfactorios para € rango de valores & <1.5 de larelacién de frecuencia, pero para valores

altos, los esfuerzos cambian y |os resultados se tornan imprecisos.

Bycroft establecié funciones de desplazamientos para la distribucion de las presiones de

cimentacionesrigidas, f; y f, que varian con lafrecuencia adimensional d, y con larelacién de

Poisson v. Estudié otros movimientos y represent6 el amortiguamiento interno del suelo.

En 1977, Bycroft extendio su estudio sobre vibraciones en cimentaciones rigidas circulares,
apoyada sobre un semi-espacio elastico, para valores atos de las frecuencias. Las respuestas del
movimiento, para fuerzas no sinusoidales, fueron evaluadas mediante sintesis de Fourier para
estado estacionario.
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Po(1-n)

Para una carga vertical PO estatica, el desplazamiento z = r
0

(4.13) corresponde a

valores nulos de &, y fz. Esta relacion permite definir e valor de la constante de resorte

. 4Gr : . :
equivalente k, = — 9 _ (4.14) paravibraciones verticaes:

Fy(1-n)
L os avances aportados por Bycroft en 1956, continuaron con € trabajo presentado por F. E.

Richart [20], 1962, en e que incluye gréficas de relaciones de amplitud vs parametros

adimensionales de frecuencia, a, = % =Wr, \/g (4.15) para diferentes valores de larelacion de
S

masa b, correspondientes a cimentaciones circulares rigidas en un semi-espacio el astico.
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! Aic (excitacion constante) 1 Aq (excitacion cuadratica)

_L/ Amax

A, =bayV b=—7

rrO

Fig. (4.13): Tomado de laobrade Richart Foundation Vibrations. ASCE 1962.

4.4. Analogia de Hsieh.

Debido a que las gréficas presentadas por Richart son semegantes a las de un oscilador
amortiguado con un grado de libertad, T.K. Hsieh en 1962, [22] modifico las ecuaciones basicas

de Reissner para obtener la ecuacion para vibraciones verticales, con estructura similar a la



143

ecuacion correspondiente a vibraciones amortiguadas de un SDF, recurso conocido como la

analogia de Hsieh.
H@f+o)
Pﬁe
P(t)=C,z+kz

Fig. (4.14): Disco circular rigido sin masa, analizado por Hsieh para establecer la analogia con un

sistema simple amortiguado sin masa.

Para establecer la analogia, Hsieh analiz6 un disco circular rigido sin peso, de radio Iy apoyado

en la superficie de un semi-espacio elastico sujeto a unafuerza oscilatoria vertical.

El desplazamiento vertical del disco esté determinado por la Ec. (4.4):

2(t) =L = ‘()3 (f,+ify) (4.16)

dz P,
Y su primera derivada respecto al tiempo es: 1 o (Ifl— fz) (4.17)
0

iz Rwe™ o o Pwio o
Demodo que: fwz—f,—=———(1"+ 1,7 |=—| "+ ,°) (4.19)
a¢ Gy ( ) Gro( )
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Gy f, d, f
W <f12+ f22) dt

Entonces: P=-

La ecuacion (4.19) es de la forma correspondiente a la de un oscilador amortiguado carente de
masa, con un grado de libertad: P(t)=C,z+K,z
2 f

i
De donde KzzGrO—lz) 4.20) y CZ:—%N/Gr

S 2 (421)
(f2+1,

(1,2+1,°)

Las que dependen de larelacion de frecuencias a, = % = wro\/g y del médulo de Poisson.

S

Hsieh también considerd una cimentacion cilindrica rigida de un peso total W soportada en la

superficie del semi-espacio eléstico, excitado por unafuerza periddica Q (t)

Admitiendo la hipétesis de movimiento en un solido rigido, tenemos la ecuacion de equilibrio

dindmico siguiente: mz+P(t)=Q(t) (4.21)

Donde P(t)= Poeth =C,z+K,z (4.22) representa las fuerzas de amortiguamiento y de rigidez
el &stica dependientes de |a frecuencia.
Procediendo de modo analogo que en €l caso de la vibracion del disco circular rigido sin masa,

considerando que los desplazamientos verticaes estan determinados por la ecuacion (4.4),

tenemos:

2 Gr, f f :
md z [ 0 2 ]dz (Gr —12JZ:QOGIWI (4.23)

+ —4
2 2 2 072
dt w4 f, dt fo+ 1,
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Esta ecuacién es de forma andloga a la ecuacion de equilibrio dindmico de un sistema masa-

resorte -amortiguador, sujeto a vibracion forzada:
. . iwt
mz+C,z+K,z=Fe™  (4.24)

Lo que valida concluir, que la tanto la rigidez, como el amortiguamiento son dependientes de la

frecuenciay del modulo de Poisson, y estan dadas por |as siguientes expresiones.

f Gr, f
L - (12 y c,=—0>2, (429
+ f2 w fl + f2

mZ =Q(t)-P(t)

Fig. (4.15): Modelo de Hsieh para para establecer la analogia con un sistema simple

amortiguado con masa.
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Con estas analogias, Hsieh, establecid que una cimentacién que descansa superficialmente en un
semi-espacio elastico, sujeta a vibraciones verticales armonicas, puede modelarse andl ogamente
como un sistema simple masa-resorte-amortiguador, con la diferencia de que tanto la rigidez

como el amortiguamiento dependen de la frecuencia.

4.5. Teoria de Lysmer.

La teoria del semiespacio tuvo grandes avances y mayor aceptacion, con los estudios de J.
Lysmer [23], contenidos en sus tesis para € grado de Doctor en Filosofia en la Universidad de

Michigan en 1965. En su trabgjo, Lysmer analiza una zapata circular rigida, excitada por una

t

fuerza vertical estacionaria dependiente del tiempo PoeiW aplicada en € ge de simetria y

apoyada superficialmente en un semi-espacio elastico, a que Unicamente se transfieren las

tensiones normales ala interfase suel o-cimiento.

Lysmer, extendiendo los andlisis iniciados Reissner, y considerando |os aportes realizados por
Quinlan, Sung, Bycroft, y Hsieh, realizo sus andlisis matematicos a partir de un modelo en e cua
el subsuelo puede considerarse como un semi-espacio perfectamente eléstico, isotrépico y
homogéneo. Para la época en que Lysmer publicd sus andlisis, la técnica del semi-espacio
elastico se habia desarrollado hasta tal punto, que ya era posible calcular la respuesta en estado
estacionario de un sistema rigido suelo-zapata, en € rango de frecuencias bajas. Este rango
incluye las frecuencias de funcionamiento de la mayoria de las maquinas y las soluciones
anteriores son por |o tanto Gtiles para muchos fines précticos. Esto fue claramente demostrado en
un articulo de Richart [24], quien también consideré los modos de vibracion de balanceo y

deslizamiento.

Lysmer, en su trabajo muestra como el rango de frecuencias puede extenderse para incluir todas

las frecuencias del movimiento del estado estacionario, y también cOmo ésta solucion completa
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del estado estacionario puede emplearse para calcular la respuesta transitoria causada por una

carga no armonica de impulsos arbitrarios.

El sistema analizado por Lysmer, difiere de la mayoria de los sistemas de la dinamica clésica en
los cuales las dimensiones son infinitas. Antes de centrar la atencion en e modelo del  semi-

espacio eastico, define una amplia clase de sistemas dindmicos a los que denomina sistemas S,
excitados por una fuerza vertical periodica P(t)= Poeth de frecuencia W y amplitud R

aplicada en el punto O, de modo que & desplazamiento d de dicho punto, es siempre vertical.
Esta clase de sistemas simétrico respecto a g e vertical que pasa por € punto O, son ddl tipo que
analiza Lysmer. El sistema S puede exhibir o no un amortiguamiento viscoso y puede ser de
dimensiones finitas o infinitas. En & caso del movimiento en estado estacionario se sabe que las
fuerzas y los desplazamientos son armonicos con la frecuencia circular Wy proporcional a la
. o R jwt . :
amplitud de la fuerza de excitacion. d :? FE" Donde k es una cantidad constante que tiene

dimension fuerza/ longitud y F es unafuncién adimensional.

La cantidad k se denominara constante de resorte y por lo general se puede suponer igua ala
constante de resorte estatica del sistema S. Sin embargo hay miembros de la clase del sistema
considerado, para los que esto no es posible, como los que Unicamente tienen amortiguador, en

cuyo caso deben buscarse otras opciones.

Fig (4.16): System S
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La funcion compleja independiente del tiempo F=F +iF, es en genera una funcion de la

frecuencia y de las propiedades del sistema S. En lo sucesivo se hara referencia a F como la

funcidon de desplazamiento para € sistema S. Debe tenerse en cuenta que a la constante de
resorte estética k, corresponde F=F =1 para w=0 y que K es la rigidez dependiente de la

frecuencia

Lysmer luego aborda la posibilidad de que los desplazamientos d de un oscilador simple

resorte- amortiguamiento, puedan considerarse como andlogo de un sistema S.

P(t)=Pe

AN

TTTTI 77T
Fig (4.17) Analog for System S

La ecuacion de equilibrio dinamico de dicho sistema es: Cd +Kd = Poeth (4.26) donde €

sistemade parametros Cy K son reales.

P. .
Por sustitucion de la ecuacion del desplazamiento d :?0 Fe'Wten la ecuacion de equilibrio

dindmico se obtiene: iIWCF + KF =k (3.27)

Separando la parte real delaimaginaria se obtienen las siguientes ecuaciones lineales.
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F
K :F2—1F2k
~WF,C+FK =k _ . +
2= 1 (4.28) las que tienen como solucion: 12 429
WF,C+F,K =0 —F,/w
i —
B +F

Estas expresiones demuestran que es realmente posible determinar parametros adecuados C y K

con tal que sean funciones de lafrecuencia excitadora W

Lysmer luego considerd la dindmica del sistema S + m, que se obtiene complementando el

sistema S con una masa rigidam en el punto 0. Supongamos gue este nuevo sistema es excitado

por una fuerzavertical armonica: Q(t) = Qoe'Wt actuando en la masa adicionada.

o

Q [I] _ QD Ef&?f
(m)
1 v 0 ’ iot
_! . g P [I) - f:JDe
I

Fig (4.18) System S + m

Este nuevo sistema pertenecera a la clase definida anteriormente y por lo tanto existe una funcion

F= Ifl+ If2 tal que e desplazamiento d delamasam, y por ende del punto O, pueda ser escrito

b

enlaforma: d =

Se puede encontrar una conexién entre Fy F introduciendo la reaccion P actuando sobre la

masa m, y el sistema S, en € punto 0. Esta fuerza esta relacionada con e desplazamiento d

P .
d =?0 Fe™ y debe satisfacer |a ecuacion de movimiento parala masam.

mi = Q™ —Re™ (4.30)
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P. . .
Diferenciando |as ecuaciones d :?0 Fe™ y d :% Ft se obtienen las siguientes ecuaciones:

" mN2 ; I:)0 - QOZ
mi =~ FRe" 1-™W
) Reemplazandolas en la ecuacion de equilibrio Fk
. mws — iwt r_
md = FQOGIW F ST
1-= —F

Consecuentemente el desplazamiento del punto O del sistema S + m esta dado por |a ecuacion:

g =0 Edvt _ &LZ (4.31)
K mw
1-—F
k

Este importante resultado expresa la soluciéon de estado estacionario del sistema S + m en
términos de la solucion del sistema simple S. Su importancia fisica se aprecia mejor si la parte

real estd separada de la imaginaria. Esto dara la solucién al caso cuando la fuerza de excitacion

€s: Q(t) = Qoeth Realizando el proceso de separacion encontramos el desplazamiento real :

2 .2
F2+F
d _Q 1 cos(wt+a) (432

2 2
“ 1 m,sz m,sz
_Tl _TZ

Donde la cantidad sub radical es € factor de amplificacién dindmica del sistema estacionario
DAF, y esigud al valor absoluto de F

d :% DAF cos(wt +a) :%‘If‘ cos(wt+a) (4.33)
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Lysmer ilustra € uso de la teoria desarrollada, considerando € sistema simple S, resorte-

amortiguador carente de masa, perteneciente a los sistemas cubiertos por la teoria, y por lo tanto

. ., . . I:)o jwt
tendra una solucién de estado estacionario: d = ? Fée

Fig (4.19) System S

jwt

: P
La ecuacion del movimiento del punto O es: o +kd =?Oei en la que reemplazando la

ecuacion el desplazamiento, se obtiene la ecuacion paralafuncion del desplazamiento:

o1 1 @

Donde 3 ZEW es un numero adimensional denominado relacion de frecuencias del oscilador

amortiguado. Separando la parte real de la parte imaginaria en la ecuacion de la funcion del

desplazamiento, se obtienen las siguientes funcionesF y &
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(4.35)

Displocament Function F

Frequency Rotio ggp= we/k

Fiz (4 20): Displacement Function for Simple Damped Oscillator Lysemer 1965

F
F = 1_2 K=—51—k
_ 1+q, Fo+F,
Reemplazando las funciones _ en E resultaque C=cy K=k
= -F, /1w
Fz_l (’ioz =F22F2k
+ 1 th
Fl_’iz
%
Son constantes, y que lafuncion del desplazamiento es asintética: 1 gy > >
F=—rm
1+73,
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Habiendo determinado la funcién de desplazamiento del sistema S, Lysmer determina el
desplazamiento del oscilador més genera masa resorte amortiguador, al que denomina como

sistemaS+ m.

lQ[I}=roesa1

l 1
Ok T
/// IR, P EIEP

Fig (4 21) Sistema s + m_Lysmer 1965

Antes de anotar la solucion, introduce e pardmetro llamado relacion de masa, definido como

km

B= —-. Este nuimero adimensional puede considerarse como una medida a escala para la masa
c
m.
c B 2 mw?
Considerando que g, :EW entonces Ba, :T y que €l factor de amplificacion dinamica es.
2 2
Fo+F, (4.36)

e

Entonces €l desplazamiento general para €l oscilador amortiguado es:

_% 1

k (1— |§a02)2+a02

d cos(wt+a)  (4.37)
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Se demuestra analiticamente que siempre que B > 1, los espectros de respuesta mostrados

2

B
exhiben valores picos de resonanciaDAR, o, =——=———=, para las relaciones de frecuencia
VvB-1/4

_\B-1/2
=g

(£}

Mass Ratio B-=

mk

Magnification Factor DAF
r

Fequency Ratio a, = E (i3]
Fig (4 22 ) Steady-State Spectra for Simple Damped Oscillator. Lysmer 1965

Para B < % no existen picosy €l mayor desplazamiento ocurre para €l caso de carga estética.

La forma anterior de la solucion para € oscilador simple amortiguado es por supuesto,

equivalente a la forma més usua gque se encuentran en los libros de texto estandar, que utilizan

los parametros adimensionales W\/% y %\/ km .
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y B= k_rg es que el efecto de frecuencia y masa puede ser
c

wcC

La ventgja de usar 5027

estudiados por separado.

Lysmer obtiene la solucion para € desplazamiento d en la superficie libre para estado

estacionario del semi-espacio elastico perfecto, caracterizado por la densidad de masa r y las
constantes elasticas G y N, excitado por una carga uniforme vertical superficia P= Poeth por

unidad de érea.

Pﬂefﬂ
ENER
£ 16 ]
P X
G
unit
g area

Fig (4 23): Uniformly Loaded Elastic Half Space

Pararealizar este andlisis, basta considerar una columna de unidad de érea, la que en ausencia de

desplazamientos horizontales se comportara como una varilla con desplazamiento lateral nulo, y

. . 1-
su médulo eléstico constrefiido es por lo tanto: E, = S donde & =
P g2 2(1-n)
: - Ep 1[G V
Lavelocidad de propagacion de lasondas P alo largo de labarra, sV, =, [—== ===
r S\r S
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Donde V eslavelocidad de ondas S de cortantes. No se producira ninguna onda reflejada, ya que
la varilla es infinitamente larga y los desplazamientos de esta barra deben por tanto ser de la

iw(t—z/V ., . . .
forma x= Aelw(t Np) gue es la expresion general para una onda sinusoidal con amplitud A

propagada hacia abajo con la velocidad constante Vp

El esfuerzo de traccion en un plano horizontal es: s(z):Epa—z—iAEpV—e y ©
Z
p
esfuerzo en lacondicion de frontera z = 0 es consecuentemente;
. . iP isP.
s(0)= %:—Poe“’"t =—iAEpﬂe'Wt 0 A=—92_=-_"0_ (43g)
P oz vV, wrE, wW{rG

iw(t-z/V . . .
Por tanto mediante la ecuacion x = Ae'W<t “Np) se obtiene el desplazamiento d en la superficie
isp,et
libre: d = —9 (4.39)

w /rEp

., . ) ) . rG . iwt
La solucion exacta de la ecuacion diferencial del estado estacionario es: Td = Poe' (4.40)

gue es también la ecuacion de movimiento para el oscilador simple amortiguado.

P Ef&l‘
0

!
1R

o 5

E A HEELL L L L
Fig (4.24): Analog for Half Space
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JrG
Este oscilador, que consiste de solo un amortiguador C= S puede ser usado como anal 6gico

para e semi-espacio cargado uniformemente, del que solamente estamos interesados en

determinar el desplazamiento en la superficie.

Esta analogia entre la disipacién de energia debida a la propagacion de la onda y la de la
amortiguacion viscosa es de gran interés, ya que nos permite estudiar el comportamiento de un
sistema infinito considerando un sistema finito ssmple. Uno de los objetivos de este trabgjo es
mostrar que es posible ampliar esta idea a sistemas mas complicados. En particular, estudiaremos
un sistema consistente en una base circular rigida descansando sobre la superficie de un semi-
espacio elastico. Los elementos materiales de un semi- espacio elastico no poseen propiedades de
amortiguacion. La disipacion de energia observada es por o tanto enteramente debida a la
geometria infinita del sistema, y en lo sucesivo se denominar4 amortiguacion geométrica, en
comparacion con € amortiguamiento viscoso, que esta relacionado con una propiedad del

material, tal como laviscosidad de un fluido.

El tema de fondo del andlisis de Lysmer, es laidealizacion del modelo del semi-espacio, para €l
sistema suelo-zapata, consistente en una zata circular rigida de masa m, que descansa sobre una

base isotropica homogénea de un semi-espacio perfectamente eléstico, caracterizado por las

constantes fisicas, (GN, )

T e
— 0; G,vp

Fig (4.25): Footing-Soil System. Lysmer 1965.
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Para la solucion del estado estacionario de este sistema, primero debe definirse la funcién del

desplazamiento del punto O param = 0.

Lasolucion para m= 0 fue previamente definidaparael sistema S+ m:

a=0Fm D F e
1™
K

Si la relacion de Poisson N es dada, entonces F depende de los parametros (w,ry,G,r )

contenidos en larelacion adimensional de frecuencia &, =Wr0\/g y dado que F es adimensional,

se concluye que unicamente es una funcion de (n , ao)

Laimportancia fisica de &, se hace evidente si se anota que la velocidad Vsde las ondas S de

cortantes en un medio solido elastico es: Vg = 1] por tanto la ecuacion para la relacion de
\/ r

r r
frecuencia puede reescribirse de la siguiente manera: a) = WV—0 =2p I—o donde Is eslalongitud
S S

de las ondas de cortante en el semi-espacio elastico. Estas relaciones muestran que &es una
frecuencia basada en el tiempo que toma una onda de cortante S, en vigiar desde el ge central de

la zapata, hasta el borde, o bien una medida del radio de la zapata Iy en relacion alalongitud de

las ondas Is propagadas en &l semi-espacio elastico.

4Gr,
L a constante de resorte estatica para una base rigida circular de radio yes: k= 1—r:) (4.42)yla

expresion para el desplazamiento: d :% F(ao,n )G'Wt (4.43)
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Los parametros del model o resorte-amortiguador analogo correspondiente son entonces:

-F,
F a kr, kr
K=—-21—-k=kk (444 C= °o___0_¢c 2 (445
F*+F/ Kk (4.49) F2+F7 Vg ClvS (4.49)

Donde los coeficientes kl y Cestan definidos por klz% (4.46) y clzm
F

2 2
Fo+F, Fo+F,

(4.47) s que son funciones adimensionales de (&, )
A partir del andlisis de dicho modeo, propuso € uso de coeficientes de rigidez vy
amortiguamiento K y C dependientes de la relacion de frecuencias &, y de la relacion de

Poisson v, en donde F1 representa la parte rea y F2 la parte imaginaria de las funciones

compl g as de desplazamientos para €l sistema S amortiguado.

Fl
:F12+F22k_k1k .
M ediante sustitucion de las ecuaciones -F, en Cd +Kd = Poe'Wt
. a, krp ki
- F?+F,’ I - Vs

Se obtiene la ecuacion para el movimiento sin masa zapata-suel o:

cl%d' +hkgkd = e (4.48)

S

Antes de considerar esta ecuacion con mas detalle debemos estudiar € comportamiento de C; y

kl- Esto requiere del conocimiento de la funcion de desplazamiento F.
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La determinacién analitica de esta funcion implica la solucién de la ecuacién de onda para un
solido eléstico con una condicion de frontera mixta, a saber, una condicion de tension cero en la
superficie libre del semi-espacio y una condicion de desplazamiento uniforme bajo la base. Este
dificil problema matemético todavia no ha sido resuelto exactamente y, por lo tanto, es necesario

confiar en aproximaciones analiticas y numeéricas que posteriormente serén discutidas.

Lysmer revisa la suposicion de Sung y la de Bycroft, respecto a que si las dimensiones de la
cimentacion son pequefias comparada con la longitud de onda propagandose en e semi-espacio
elastico, entonces la distribucion de la presion bgjo la cimentacion, exhibe valores que se

aproximan ala presion correspondiente a caso estético,

W =3, =0. Esta distribucién se conoce a partir de |a teoria de la elasticidad, y puede ser

expresada, a como hemos visto previamente:

Sung y Bycroft, por lo tanto, reemplazaron la condicion de frontera, con la condicion de esfuerzo

puro:

A como hemos visto antes, Sung y Bycroft, fueron capaces de obtener soluciones aproximadas

para los desplazamientos en la superficie del semi- espacio, para rango de valores bajos de la

frecuencia g < 15
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El desplazamiento vertical de un punto de la superficie ala distanciar desde el gje de simetria, se

puede escribir en funcion de la relacion de distancia a=vW, gue es una generalizacion de la
S

definicion de larelacion de frecuencia.

P .
d(r,t):é;g(a,ao,n)e'Wt (4.51)

La funcion de desplazamiento superficial g=gl+i92&e adimensional e independiente del

tiempo, y es caracteristica para las condiciones de frontera elegidas. En € caso de las soluciones
de Sung y Bycroft, esta condicidn esla distribucion de presion estética definida por la ecuacion:

q(r,O):ﬁ para r<r, (4.52)

Sung determind solamente el desplazamiento en el centro de labase a =0, mientras que Bycroft
calcul6 @ desplazamiento como un valor promedio del desplazamiento de la base cargada. Por
tanto la solucién de Bycroft es una mejor aproximacion que la de Sung.

Bycroft calculé e desplazamiento de la base como positivo hacia arriba, y escribié su solucion

final enlaforma:

_i iwt
d= o, f (agn )e (4.53)

Las partes resl e imaginaria de su funcion de desplazamiento  f = f; +if,son las del grafico

previamente mostrado cuando nos ocupamos de |os aportes de Bycroft para las soluciones de los

desplazamientos del semi-espacio elastico.
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Fig (4.26): Bycroft's Displacement Function

POf

Lysmer compara las ecuaciones d = (ao,n)eth (454) y d =if(ao,n)e“’"t (4.55)

Gr0

concluyendo que la funcion de desplazamiento de Bycroft, esta conectada a la funcién de

desplazamiento normalizado F utilizada en su trabajo, mediante la simple expresion: F = 1_—4
-n

Lysmer definio una nueva funcion de desplazamiento modificada F expresada como:

F= 1i f = F +iF, (4.56), en la que los componentes de F para cualquier propésito préctico
-n

podemos considerarlos F como independiente de la relacion de Poisson v. Esta es, por supuesto,

la principal razon paraintroducir la funcion de desplazamiento normalizado.
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Fig (4.27) The Displacement Function F. Lysmer 1965
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Fig (4 28): The Function k1 and c1 for Poisson Ratio = 1/3. Lysmeer 1965

Con este trabajo Lysmer, dio e primer paso en la simplificacion para analizar € problema de un
cuerpo rigido apoyado en la superficie del semi-espacio €lastico. Establecié valores
independientes de la frecuencia para los coeficientes de resorte y del amortiguador, en e modelo
de Hsieh. Lysmer llegd a estos resultados asumiendo que el valor de la constante de rigidez era
igual a la de caso estatico, redizando algunos ajustes a vaor de la constante de

amortiguamiento, para minimizar € error en todo e rango de las relaciones de Poisson
0<n <05, y en € rango 038031 para la frecuencia adimensional &,. Las constantes de

resorte y amortiguamiento para una carga vertica armonica, aplicada en e centro del bloque

, . Gro 3.4r02
rigido circular son: K ~Tn (457)y c, = 1 JrG (4.58)
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Volue of Pressure Coefficients q, ond 1

Distance Ratio a=rirg

The real part of the pressure is

Fo
pit) = — (qcoswt-gesinwt )
'.ITFn

Fig (4 29): Pressure Distribution for the Case: a, = 1

Lysmer establecié que la pérdida de energia por radiacion en € semi-espacio eléstico, es
comparable a la del amortiguador en un simple oscilador amortiguado. Esta observaciéon ha
llevado a autor a la adopcidon de un sistema rigidez-amortiguador analogico para calculos
précticos. El nuevo oscilador analdgico se diferencia de los andlogos previamente sugeridos, en
gue sus componentes resorte-amortiguador, son independientes de la frecuencia de la fuerza de
excitacion. Este modelo analégico puede ser utilizado para predecir la respuesta a los impulsos

dindmicos mediante |os métodos cléasi cos para un oscilador amortiguado.

Lysmer instaur6 que la respuesta a las vibraciones verticales en una zapata circular rigida
apoyada sobre un semiespacio eléstico homogéneo e isotropico, caracterizado mediante los

parametros G , Ny r puede representarse con bastante precision con el modelo simplificado de

parametros concentrados masa-rigidez-amortiguador, mediante la Ilamada analogia de Lysmer

1966, eligiendo correctamente |os coeficientes del resorte y del amortiguador.
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Con los trabgjos de John Lysmer y F. E. Richard [25] publicados en 1966, se extendi6 la obra de
Hsieh (1962), incluyendo € efecto de la masa m de la cimentacién, y e concepto disipacién de
energia por amortiguamiento geomeétrico del suelo, y se determinan las amplitudes de respuesta

de vibracion asociadas a la frecuencia de resonancia.

1,0 - | . _|_ ——; I — —
| |
] | - ——
—=— = Half = space model
': Simglified analog
2 . \ (K =1, C;= O.85)
g ~ I
LE F .Y
& K hJ
e \
El L)
E g— | B N _
] \ Y
bt LY ‘.‘b,.
& ! e | T E '
a \ - |
2_ AP P, L L :'h. e T
5 ==_1_
N el
H""'..__ -'F —_—— s
--"—-.J__
T — | —--—_1=—m_
(4] | ki 3 4 5 B T B

Frequency Rotio oa

Fig (4 .30): Displacement Functionfor Footing-Soil System

Las respuestas para vibraciones verticales en una zapata circular rigida apoyada sobre un
semiespacio elastico, pueden representarse con bastante precision en dependencia de que las
constantes del resorte y amortiguador sean elegidas correctamente. Con estos trabajos quedo
establecido que todos los modos de vibracion pueden ser estudiados mediante un sistema masa-
resorte-amortiguador de parametros discretos, independientes de la frecuencia.

Lysmer y Richart (1966), utilizando los valores de F y la relacion de masa modificada para

vibraciones verticales B, = 1;n b= 1-n _m

2 3 de Lysmer, desarrollaron las curvas de respuesta
rr
0

mostradas en e siguiente grafico. Se analizo el efecto de larelacion de lafrecuencia



167

wr
ay = V—O en la variacion de los factores de rigidez 'y amortiguamiento, verificandose que estas

S

cantidades pueden usarse en los interval os de frecuencia de interés practico.

S

La constante de rigidez fue tomada igual a valor estético K;= 1 (459 vy d

3.4r.2
amortiguamiento representado por ¢, = 1 r? JrG (4.60)

3T | e

Half-space theary (p = 1/3)

————— Simplified Lysmer's Analog

Fig {431} HU' e

Con estos valores se determind la frecuencia natural de vibracion vertica w, = \/% se
1
2

(k= B2a0?) +(c20)

wr,
construyeron las curvas de amplificacion, Mz = \/ > (461) y a :V_O
S
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mostrados con lineas punteadas. Las curvas de trazo continuo corresponden a las soluciones

exactas con € modelo del semi-espacio eléstico.

L a ecuacién de movimiento parala analogia de Lysmer puede ser escrita como:

mz +

3.4r.2 AGr

0 . 0
JrGz+

-n 1-n

. z=PRe"  (4.62)

2
cC, C, 34, [rG (463) 0 x, = 2425

>z _ _
Cc 2yk,m 2(1-n) [4Grym JB;
(1-n)

Larelacion de amortiguamiento es x, =

Y laresonancia ocurre solamente cuando B, >0.3

Se corroboro que la Analogia de Lysmer; es valida para calcular |a respuesta de una cimentacion

circular rigida, sujeta a oscilaciones verticales.
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Fig (4.32)

4.6. Aportes posteriores a Lysmer.

F.E. Richard y R.V.Whitman en 1969 demostraron que el comportamiento dindmico de una

cimentacion puede resol verse satisfactoriamente mediante la teoria del semi-espacio elastico.

Richart y Whitman (1967) y més tarde Richart et al. (1970) y Whitman (1976) [26, 27, 28, 29]
presentaron expresiones para los parametros de rigidez y amortiguamiento, correspondientes alos

cuatro modos de vibraciones:. vertical, horizontal, oscilante y torsional.

En lateoria del semiespacio, se introdujeron ciertas simplificaciones mateméticas poco realistas,
pero que sirvieron de base para estimar las constantes de rigidez y amortiguamiento que deben de
ser incorporadas en sSistemas vibratorios discretos modelados mediante masa-resorte-

amortiguador.
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Subrahmanyam (1971) ha extendido € trabajo de Sung. Richart y Whitman (1967), concluyendo
gue la teoria del semi-espacio elastico es cualitativamente satisfactoria, basado en vastos
resultados de pruebas realizadas por €, y por € U.S. Army Engineer Waterways Experiment,
Station. [30]

Otros investigadores también han presentado sus propias soluciones, |as que pueden investigarse
en F.E Richart et al (1970).

Las ideas previamente expuestas, condujeron a una serie de investigadores a andlisis de la
respuesta de la cimentacion circular frente a solicitaciones més generales, tales como las
vibraciones oscilantes horizontales, rotacion (rocking) y balanceo (swaying). El estado del arte
sobre el tema, hasta el afio 1969, puede encontrarse en la obra de Richart, Hall y Woods. [ 31]

et
PD &

N

\ L. | ]

|
/

Fig (4.33): Disco de cimentacion sobre un suelo medio estratificado. Luco (1374)

1
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Para cimentaciones en bloque, los efectos de deslizamiento horizontal y de cabeceo, ocurren
acopladas, pero iniciamente por ssmplicidad se estudian los casos por separado. Las frecuencias
natural es debidas a rotacion o bien a deslizamiento, se emplean para determinar larespuesta de la
cimentacion bajo e efecto de ambas vibraciones actuando simultdneamente. A como puede
demostrarse, la frecuencia natural de deslizamiento es muy proxima a las bajas frecuencias
naturales de rotacion y deslizamiento combinado. Sin embargo, € estado de esfuerzos resultante
del acoplamiento exhibe discrepancias para agunos resultados obtenidos mediante €

desacoplamiento.

L as relaciones de acoplamiento entre los movimientos horizontal y oscilante fueron considerados
por primera vez por Luco & Westmann (1971), [32] quienes estudiaron las respuestas dindmicas
de cimentaciones circulares en la superficie de un semi-espacio elastico para una amplia gama de
frecuencias adimensionales. Presentaron ademas, las tracciones superficides y los
desplazamientos de campo lgjano en funcion de la frecuencia.

Fig (4.34): Cimentacién superficial rigida sobre un semi-espacio
elastico sujeta a vibracion horizontal v rotacion.

El tratamiento analitico de las vibraciones periddicas horizontales P, = Poeth para obtener los

parametros discretos de rigidez y amortiguamiento y predecir la frecuencia de resonancia y la
amplitud de vibracion de las cimentaciones, se remonta a los trabagjos de Arnold et al., 1955,
Bycroft 1956 y 1959, Hsieh 1962, Barkan 1962, Lysmer y Richart 1966, Hall 1967, Dobry y
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Gazetas 1985 y 1986. Esta funcion periddica se ha utilizado ampliamente para obtener los
pardmetros discretos de rigidez y amortiguamiento para vibraciones verticales, de rotacion y de

balanceo. Las vibraciones de torsion se encuentran total mente desacopladas de | as anteriores.

El problema de las vibraciones por torsién, de una cimentacién circular apoyada en la superficie
del semi-espacio e astico, fue analizado por Reissner en 1937 y posteriormente por Reissner y
Sagoci en 1944, [33]. Los valores de las constantes de rigidez y amortiguamiento para €l caso

torsional, han sido han sido obtenidos por Luco y Westmann en 1971.

Las soluciones correspondientes a zapatas circulares, para diferentes modos de vibracion, han
sido desarrolladas por Bycroft (1956), Lysmer y Richart (1966), y Hall (1967). Las soluciones
para la respuesta dinamica de fundaciones de forma arbitraria, se han desarrollado por Dobry y
Gazetas 1986, y Gazetas y Tassoulas 1987. Esta teoria es vélida para cimentaciones circulares y
de franjas, incluyendo soluciones para los modos de vibracion vertical, horizontal de rotacion y
de torsion. Para aplicar estas soluciones a cimentaciones de forma diferente a la circular, es

necesario determinar el radio equivalente.

Para los movimientos vibratorios horizontales y de cabeceo, es posible obtener las soluciones en
los sentidos corto y largo para cimentaciones rectangulares. Para € caso de fundaciones de
franjas dlargadas, la rigidez y € amortiguamiento correspondientes a los modos de vibracion
horizontal y de rotacion, son insignificantes en la direccion longitudinal.

Los resultados de los andlisis de Arnold et al 1955 y Bycroft 1956 [34] se expresan en términos

. : . : wr . Ly
de una relacion de frecuencias dimensionales a, = V—O y una relacion de masas b, la solucién
S

fue valida paratodos los valores de v, de una manera similar a la solucion de Lysmer.
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La solucion de Bycroft de 1956 para |los coeficientes de rigidez y amortiguamiento dependientes

de la frecuencia de excitacion, son dadas para n =0 y 0<g;<1Smediante las siguientes

expresiones (4.64).
= rVer T ke = rV.2er.3 hr
kT_ SofzJrf 2 R~ sof2+f2
o 1H 2H . 1R 2R
Paratrand acion: 2 Pararotacion: 4
¢ - rvsh 2f2|_| i - rVshy 2f2R i
8 "+ fu & fr +TR

Donde;

f,, =—02188a, +0.05992a,% —0.007917a," + 0.0005852a,,° — 0.000026933," + ..
f,y; =0.1248a, - 0.0236a,° + 0.002299a,° — 0.0001319a,’ +0.000004866a," ...
f,q = —0.373-0.311a, - 0.127823,° + 0.488a,° - 0.84983," + 0.6713,> - 0.18208,° +...

f,g =—0.0166a, —0.1117a,° +0.3680a,° - 0.2596a," + 0.10243,° - 0.02275a," + ...

Las teorias de D.D. Barkan 1962 [35], y Hall 1967, son la primeras desarrolladas para
fundaciones circulares y no son aplicables a fundaciones de franjas. Barkan 1962 desarroll6 un
método para estimar |a respuesta dinamica de fundaciones para maguinas empleando una rigidez
elastica para representar € suelo de fundacion. Esta aproximacion no consideraba el efecto de la

geometria de la cimentacion, sino solamente € areaindependientemente de laforma

Barkan estudié € comportamiento dinamico de fundaciones y de los suelos de base y desarroll 6
una teoria de rigidez elastica estatica para las respuestas de fundaciones para méaquinas. El

pardmetro base del suelo para esta teoria es €l coeficiente de compresion uniforme definido

E 1
mediante la expresion G, = Csl—zﬁ (4.65) donde Cges un coeficiente dependiente de la
-n
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relacion largo ancho de la fundacion, E es el modulo de elasticidad, y A € area de en proyeccion

horizonta de la cimentacion. Esta relacion se limita a cimentaciones con A< 10{1?

Las relaciones recomendadas entre ij los coeficientes de compresion no uniforme
2C¢
2C;

correspondientes arotacion Gy deslizamiento horizontal Q son los siguientes: C, = {

Los valores para las constantes de rigidez para movimiento vibratorio vertical, horizontal y de

k, =C,A
rotacion, son dadas por las relaciones: < Ky = C¢ A donde | es e momento de inercia del area de

contacto alrededor del gex.

Los valores para e amortiguamiento critico del suelo de fundacion paralos diferentes

Cez = 2/mk, = 2,/mC,,A
M odos de vibracion son los siguientes: Cx = 2\/ mK, = 2\/ MCyxA (4.66)
Cof =2 Mok =2,/M Cel

Donde M es e momento de inercia de la masa respecto a aje de rotacion. Barkan no considero
amortiguamiento geométrico o material en su andlisis; sin embargo las expresiones dadas para €l
amortiguamiento critico, pueden emplearse para estimar € amortiguamiento material.

Hall en 1967 [36] desarrollé una analogia para vibraciones horizontales, y de rotacion, para
cimentaciones apoyadas sobre un semi-espacio el astico. Las expresiones para larelacion de masa

modificada para dedlizamiento 3< la constante estatica de rigidez horizontal Ky, y de
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amortiguamiento Gy, para cimentaciones circulares estédn definidas mediante las siguientes

expresiones:

BX:(7—81) m (7-&) w (4.67)

32(1—n ) rro3 a 32(1—n ) gsro3

wr
El factor de frecuencia adimensional a, = V—O .
S

Larigidez y el amortiguamiento equival entes para vibraciones horizontal es son:

Larelacion de amortiguamiento & es dada por: Cx 02875
G B

C

La ecuacion de equilibrio dindmico, y la frecuencia natural para la analogia de Hall son las

siguientes:

MK+ C X+ Kk, x = P,eWt
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Las relaciones para la constante de rigidez y amortiguamiento horizontal, son validas dentro de

cierto rango de valores geométricos. Si la cimentacién no es circular, €l radio equivalente se

(2B)(2L)*
2p
ancho de la cimentacion, 2L y 2B definen el rectangulo circunscrito.

define mediante larelacion ry = , donde L y B son respectivamente la longitud y €l

Para cimentaciones circulares, las constantes de rigidez y amortiguamiento geomeétrico estético,

para vibracion rotacional, estan definidas mediante | as siguientes relaciones:

_ 8Gr,”
e = 3(1-n)
os,tjor 470
N
(1-n)(2+B)
D 3(1-n)M . . o .
onde By :T—m5 (4.71) eslarelacion adimensional de inerciarotacional .
rr
0

Los graficos de amplificacion dinamica DAFx versus e factor de frecuencia adimensional 30

correspondientes a la solucion determinada con el semi-espacio elastico, muestran similitudes

muy cercanas con las correspondientes ala analogia de Hall.
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Las crestas planas en las curvas indican que para e modo de vibracién para deslizamiento
horizontal, €l efecto del amortiguamiento es significativo, como en el caso de las vibraciones

4
q Sohuicion exacta
=== == Splucion de la analogia
—»X

Ii'r'E'! > >0
= P e I
5 2 I Erm‘
2 0
[
E,
g 2
iLi
-
g
&
=

0 |
0.5 1.0 1.5

Frecuencia adimensional {ID

Fig (4.35): Respuesta de una cimentacion circular rigida en el
semi-espacio elastico para vibracion horizontal

verticaes.

Los estudios actuales para € comportamiento horizontal y de rotacion, parten de las hipotesis
planteadas por Anestis S.Veletsosy Yau T. Wei, en 1971, ante la dificultad de encontrar valores

independientes de la frecuencia adimensional. [37]

Veetsos y Wel postulan que la componente normal de la tension de contacto es nula durante la
accion de la carga horizontal, y que mientras actia € momento flector, la componente tangencial
del esfuerzo de contacto es nula. Estas hipotesis imponen condiciones de alivio alos esfuerzos

de contacto para cadatipo de solicitacion. En respuestael disco giray se traslada.
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Los coeficientes de rigidez y de amortiguacion de Veletsos y Wei, estan dados por las siguientes

expresiones:

2
e = 8rvg A f11
=

2-n f112 + g112

Para translacion: 3 (4.72)
¢, - 8rVSr0 ~ (o P9
aO(Z_n ) f222+ 9222
2.3
- 8rvsr, fyo
3(1-n) f,.2+9.,.°2
Para rotacion: ( ) 2 " 92 (4.73)

o - 8rVSrO4 ~ Joo
R=
3a,(1-n) f222 + g222

Los valores de los coeficientes adimensionales de flexibilidad son dados para € rango

0<g,<10y 0<n <05

Fig (4.36)
Modelo sismplificado para la interaccion de los modos de vibracion de traslacion y rotacion
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Lasolucion de Veletsosy Wei, puede formulares mediante la siguiente matriz de flexibilidad:

{ft:oH(fmigu) (flz+iglz)] {:z} @74

(f21+i921) (f22+i922)

Donde:
2-n iwt 3(1—n ) ;
Ug =——Pye fy = M eVt (4.75
st 8rr0 0 Y s rr03 0° ( )

Fig (4.37)

De conformidad con el teorema de reciprocidad se cumple que:
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. 2— .
( f1 +'912) = :g(l_r:])) ( 1t21+'921) (4.76)

En términos de la matriz de rigidez, la solucion puede formularse de |a siguiente manera:

{P}: Ky (kg +iages)  Kxto(kip +iagCy) {:} (4.77)

M ero(k21+ia0021) Kf(k22+ia0022)
P 8rr,
X" Ug (2-n
3 )3 (4.78)
_M_ 8rrO
T £y 3(1-n)

Los valores de k22 exhiben una sensible dependencia que los valores del coeficiente de Poisson

a partir del vaor & =2, llegando a acanzar vaores negativos para frecuencias 80>4.5 y

valores del médulo de Poisson n =0.5. Esto es indicativo del predominio de las fuerzas de
inercia sobre las fuerzas elasticas puras para valores altos de la frecuencia de excitacion. A fin
de evitar que surjan valores negativos, algunos autores recomiendan € uso de una masa

equivalente distinta de cero.

De manera semejante, se observa que kll - kzz para e mismo rango de frecuencias, o que
denota una mayor rigidez del terreno para movimientos vibratorios horizontales, y que las fuerzas

inerciales desarrolladas son mayores para los movimientos rotacional es de la cimentacion.

Respecto a los amortiguamientos se observa que para ambos tipos de movimientos, exhiben

valores bajos, con tendencia creciente para valores bajos de |a frecuencia de excitacion.

Debido a que los términos de acoplamiento se muestran bajos, pueden despreciarse en la mayoria

de los casos paralos efectos practicos.

Despreciando los términos del acoplamiento, la matriz de rigidez del terreno puede formularse en

los siguientes términos:
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f 1 9
Kj=—> - 2 =772 2
f..“+0 gy f,,°+09
11 791 11 911
; y (4.80)
kyp =2 Co = S -
2 2 2 2
f2o" +05 8 fy0"+ 0y

Finalmente la solucion de Veletsos y Wel, permiten las siguientes expresiones paralarigidez de

los movimientos horizontal, rotacional, y vertical, para cargas arménicas.

8rr0
. X~ —
P (t) = Re™ (j ")
P,(t)= F>0eiWt (4.81) K, = (1r;°) (4.82)
P, (t)= M ™ B
y( ) 0 ) 8”03
Y 3(1-n)

El problema de las vibraciones por torsion de una cimentacion circular apoyada en la superficie
del semi-espacio dastico fue analizado por Reissner en 1937 y luego por Reissner y Sagoci en
1944. El punto de partida para este andisis, fue asumir una distribucion de esfuerzos
correspondientes a caso estatico, a partir de la cua se obtiene la constante de rigidez eléstica, asi

como los indices de masa y amortiguamiento:

ty =
4p rozw/r—ro2

(4.83)
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Las constantes de rigidez Kq y de amortiguamientoca, fueron obtenidas obtenidos por Luco y

Westmann en 1971

M,=M 0% Restriccion
- / ~ supertficial
[ ] = T

Y

z
Fig (3.38): Vibracion torsional de un disco circular sobre el semi-espacio elastico isétropo

Larelacion de inercia para este caso puede ser definida como Bq = ‘]_mz5 (4.85)
rr
0

La solucion de la analogia para € caso de vibraciones por torsion puede ser expresarse como

sigue (Richart 1970):

.. . vvt
I +Cd + Ky =M, €™ (4.86)
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Donde las constantes de rigidez y de amortiguamiento fueron establecidas por Richart y Whitman
en 1967.

(4.88)

Gazetas en 1983, [38] expuso €l estado del arte de los andlisis para obtener la respuesta
dindmica de las cimentaciones de maguina sujetas a cargas dinamicas apoyadas sobre €l semi-
espacio e astico homogéneo. Las soluciones de Gazetas para | os coeficientes de rigidez dinamica
a partir de larigidez estética, asi como los de amortiguamiento por radiacién, correspondientes a
los modos de vibracion vertical, horizontal, rotacional y torsional, los que se resumen en el

siguiente cuadro con los gréficos, transcritos de la obra de Gazetas de1983.

Cosficientes de rigidez y amortiguamiento dindmicos para cimentaciones con formas arbitrarias

sobre el semi-espacio e astico homogéneo. Segiin Gazetas 1983
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Modo  de | Rigidez dinamica K =K -k(w)
vibracion
Rigidez estética K Coseficiente de Rigidez | Coeficiente C de
P amortiguamiento
Forma general: Cuadrada dinamica k(W) o
por radiacion
Area de contacto sudlo-| L=B Forma general
fundacion Ay del rectangulo O<gy<2
circunscrito 2L-2B:
L-B
Vertical 2GL 0.75 4.54GB L C :(rv )C
K, = 0.73+1.54c? K, = N z 1a%p ) €2
= )| ) K=y | "Z(B’”’%)
széz(L/B,n,aO)
Donde C :ié
AL 34,
la p(l—n) S
Analogia de
velocidad de onda
de Lysmer
Horizontal K, - 2GL (2+2_500,85) K, = oGB ky =ky(L/B,ay) Cy =(rVsA))cy
en (2-n) (2-n) « _e(L/B
=C ,
direccion y y( ao)
transversal
Horizontal Ky 02 L 1_5 Kx:Ky kle (:X:r\/s,ob
en Y 0.75-n L
direccion
longitudin
a
Rotacion G om[(L 0.15 < :3.6683 krx ~1-0.20g, Crx = (Vialpy ) i
drededor | K=l (35 "1 o
dd ge x I Crx=CX(L/B'aO)
D | |
longitudin onde Iy e by 1108

a

momentos de inercia arededor
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delosgesx ey

Rotacion 0.15 = n <0.45 ~
K _£| 0.75] 5 L K =Kry Gy :(rvlalby)cry

alrededor Y"1 by B Kry ~1-0.30a,

: ¢y =¢6,(L/B,
de ee vy N ~0.50 ry y( ao)
transversal

|00
kry zl—0.2580[gj

Torsion K, =83GB% | k~1-0.14g, Ce=(rVsdy )&

B 10
Ky =G3,%" 4+11(1_fj

J I es e momento

b= lox * by

polar deinercia
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Fig(4.39): Dimensionless Graphs for Determining Dvnamic Stiffness and Damping
Coefficients of Surface Foundations. After Gazetas 1983.

Un trabgo més completo sobre los parametros representativos para determinar la respuesta
dindmica de las fundaciones, fue realizado en 1986 por Dobry y Gazetas. [39]. En este estudio, se
establecen soluciones para las constantes de rigidez y amortiguamiento geométrico para
cimientos de forma arbitraria, cimientos rectangulares, y cimientos de franjas rigidas. Sin
embargo, las éreas de las fundaciones de forma arbitraria se caracterizan por e rectangulo
circunscrito de dimensiones 2L por 2B. Para las fundaciones de franjas alargadas, 2L — «oy las

soluciones de rigidez y amortiguamiento deben ser independiente de su longitud.



vibraciones horizontales y verticales.

relacion de frecuencia %

rigidez adimensional k como sigue: k = kk

Wr,
L /B,y € factor de frecuencia adimensiona  a, =V—0 :

S

en el semi-espacio € astico homogéneo seguiin Dobry y Gazetas 1986
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Aungue las soluciones son desarrolladas para condiciones estéticas, la constante de rigidez

dindmica k esta relacionada con la rigidez estética constante k a través de una relacion de

El valor de k , depende en gran medida de larelacion de Poisson (v), de larelacion geométrica

Una relacion tipicade k =k(L/B,n,a,) y © factor de frecuencia adimensional &)para bases

rectangulares y de franjas alargadas, se muestra para las vibraciones horizontales szy verticales

K,. La relacion de rigidez adimensional es dependiente de la relacion L/ By & para las

El valor correspondiente para la constante de rigidez para giro lZf , depende Unicamente de la

Cosficientes de rigidez y amortiguamiento dindmicos para cimentaciones con formas arbitrarias

Modo Rigidez dinamica K =K-k(w)
vibracion
Rigidez estética K Coeficiente C de
amortiguamiento  por
Formageneral: Circular Cimentaciones alargadas .
radiacion
Area de contacto suelo-
fundacion A
Vertical 2LG 4GB K 0.8G 34
k, = —— k,=—— —Z = C,=————rV.
2=, £ 1-n 2L (1-n) Z p(1-n) s

S, =08 Para

Parafrecuencias altas
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A

42

0.75
a
=0.73+1.54| -2
> (4L2

<0.02

Para ié > 0.02
41
Horizontal en Ky =S, 2LG con | K, = 8GB &: 224G CX: r’\/S,Ab
direccion corta 2-n 2-n 2L (2-n)
Sy =224
A
ara—= < 0.16
Pae 12
Horizontal en 8GB =
ortzor K)(:K}/_O.ZlLG( _Ej =3 Cy rVSAb
direccion larga 0.75-n L -n L
—>3
B
i 0.75 3 2
Rotacion Kpy = Syi(ly) Kyy = 8GB - pGB2 " In(3-4n)
arededor  del 1-n 3(1-n) 2(1-n) p 3.4
corto 2.54 = p(Ll-n) Vel
Sty = 0.15
B
5
paa—~<0.4
Rotacion G | o7s 8GB*
Kry=—-ly Krx =
arededor  del - 3(1-n)
gelargo
Sry =3.2
Torsion 0.75 16GR3 YR
K =SG(J) K= G=rVs
Ip = lpx T 1oy

10
S = 3.8+10.7(1—%j
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Fig (4 40} The horizontal dimensionless stiffness parameter
(After Gazetas and Taunssolas. 1987))
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Fig (4 41): The vertical dimensionless stiffness parameter
(After Dobry and Gazetas. 1986)
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Fig (4 42). The rocking dimensionless stiffness parameter
(After Dodry and Gazetas, 1986)

La evaluacién de las constantes de amortiguamiento por Dobry y Gazetas (1986) y Gazetas y
Tassoulas (1987) presentados en la discusién anterior, Unicamente consideran la amortiguacion
geométrica por radiacion. Lysmer (1980) presentd un método de evaluacion del amortiguamiento
total para cualquier nivel de deformacién desarrollado en la masa del suelo. Dobry y Gazetas

(1986) adoptaron su método que es presentado por la siguiente ecuacion: C(X)EC+WX

2k
Donde c es e amortiguamiento dinamico geométrico, W es e amortiguamiento critico de la

masa del suelo, y x eslarelacion de amortiguamiento del material.

Las respuestas calculadas para las cimentaciones rectangulares y alargadas, basadas en los
parametros anteriores de rigidez y amortiguamiento han sido sustentadas por investigaciones

experimental es realizadas por Dobry, Gazetas, y Stokoe en 1986.

Las expresiones presentadas para la amortiguacion total y la rigidez dinamica total se podrian
usar para determinar si se producira el desplazamiento permanente o la frecuencia resonante y la

amplitud maxima de vibracion.
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0.5

Poisson ratio = 0.25
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Non-dimensionalized amplitude - V

o 62 04 06 08 1 12 14
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Fig (4 43): Non-dimensional amplitude vs. frequency at different mass ratios for vertical harmonic

vibmtion
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Fig (4.44):

%.1 02 03 04 05 06 07 0B 08 1 11
Mon-dimensionalized frequency - a

Non-dimensional amplitude vs. [requency al different mass ratios lor horizontal
harmaonic vibration
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Fig (4 45) Non-dimensional amplitude vs. frequency at different Inertia rmatios for rocking
harmanic vibration

Gréficos tomados de Dynamical Systems. Albert. C. J. Luo.

Sintesis de los principals hitos de la evolucion historica del analisis para cimentaciones sujetas a

cargas dinamicas, empleando lateoria del semi-espacio elastico, homogéneo e isttropo.
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Autor

Afio

Contribucién

H. Lamb

1904

Solucion para carga vertical concentrada en una superficie
de semi-espacio elastico. Llamado problema dindmico de

Boussinesq.

H. J. Reissner

1936

Solucion para fundacion circular flexible asumiendo

distribucion estética para las presiones.

P. M. Quinlan

1953

Solucion aproximada para fundacion circular rigida

asumiendo distribucién estética de las presiones.

T.Y. Sung

1953

Solucion para diferentes distribuciones de presiones

asumidas.

T.K.Hsieh

1962

Introduce la idea de rigidez y amortiguamiento equivalente
dependiente de lafrecuencia

J.Lysmer y F.E.Richart

1966

Obtienen mediante € uso de computadora, los valores
exactos del resorte y € amortiguador dependientes de la
frecuencia para fundaciones circul ares.

Proponen valores aproximados para |las constantes de resorte
y amortiguador, independientes de la frecuencia mediante la

solucion simplificada conocida como analogia de Lysmer.

F.E.Richart y R.V.Whitman

1967

Vadidan la analogia de Lysmer mediante pruebas de campo

para vibracion en zapatas.

R.V.Whitman y F.E.Richart

1976

Establecen los procedimientos de disefio empleando la
analogia de Lysmer.




104

LI

Author (s) Year |Contribution Stiffness | Damping | Experimen
t

Dobry and Gazetas 1986 | Surface foundations, all six DOF’s | X X X
Dobry et al. 1986 |Experimental verification for

surface foundations
Gazetas et dl. 1985 Embedded foundations, vertical X X
Gazetas and Tassoul as 1987a | Embedded foundations, horizontal | X
Gazetas and Tassoul as 1987b | Embedded foundations, horizontal X
Hatzikonstantinou et al. 1989 | Embedded foundations, rocking | X
Fotopoulou et al. 1989 | Embedded foundations, rocking X
Ahmad and Gazetas 1991 Embedded foundations, torsional | X X
Gazetas 1990 Surface and embedded | X X X
Gazetas 1991 foundations, al six DOF’s; X X

formulas, charts & numerica
Gazetas and Stokoe 1991 X X

examples

Experimental  verification for
embedded foundations




5. FUNCIONESDE IMPEDANCIA.

5.1. Introduccion.

195

La respuesta dinamica de las estructuras de ingenieria es altamente dependiente de la impedancia

de la fundacion. La respuesta de una cimentacion rigida ante cargas estaticas o dinamicas, surge

basicamente de la deformacion del suelo de soporte. En las Ultimas décadas, este problema

particular ha sido investigado en términos de impedancia de la cimentacion.

Author (s) Year |Contribution Stiffness | Damping | Experimen
t

Dobry and Gazetas 1986 | Surface foundations, all six DOF’s| X X X
Dobry et al. 1986 |Experimental verification for

surface foundations
Gazetas et al. 1985 | Embedded foundations, vertical X X
Gazetas and Tassoulas 1987a | Embedded foundations, horizontal | X
Gazetas and Tassoulas 1987b | Embedded foundations, horizontal X
Hatzikonstantinou et al. 1989 | Embedded foundations, rocking | X
Fotopoulou et al. 1989 | Embedded foundations, rocking X
Ahmad and Gazetas 1991 | Embedded foundations, torsional | X X
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Gazetas 1990 Surface and embedded | X X X

Gazetas 1991 foundations, al six DOF’s; « «

formulas, charts & numerica

Gazetas and Stokoe 1991 examples

Experimental  verification for
embedded foundations

En las Ultimas décadas, este problema particular ha sido investigado en términos de impedancia
de la cimentacién, que representa la rigidez dinamica y la amortiguacion suministrada por el
suelo a lo largo de cualquier direccion de desplazamiento, evaluada de acuerdo con la teoria

el astodinamica.

El método de impedancia proviene del enfoque del semiespacio el astico [Reissner, 1936; Bycroft,
1956], y que fuera generalizado por Lysmer [1965]; a introducir €l sistema equivalente de
pardmetros concentrados masa-rigidez-amortiguador, capaz de reproducir los resultados del
model o de semi-espacio eléstico para cada modo de vibracion.

El modelado de lainteraccion dinamica de la estructura del suelo se ha utilizado ampliamente en
el andlisis de respuesta sismicay problemas de aislamiento de labase. En el caso sismico, no solo
se debe considerar € desplazamiento de labasey € suelo, sino también € efecto de larigidez de
la base en € filtrado de componentes de alta frecuencia. En los problemas de aislamiento de la
fundacion solo € desplazamiento tanto de la base como del suelo, inducido por las fuerzas
inerciales, son considerados. Este segundo tipo de andlisis se denomina "interaccion inercial" y se
emplea ampliamente para aquellos problemas en los que la carga dindmica actla directamente

sobre la base 0 sobre la superestructura [ Gazetas & Mylonakis, 1998]

Si una cimentacion es infinitamente rigida, la respuesta a la carga dindmica surge Unicamente del
desplazamiento del terreno de apoyo. En las Ultimas décadas, este problema particular ha sido
investigado en términos impedancias de cimentaciones, que explican la rigidez dindmica y la

amortiguacion suministrada por € suelo alo largo de cualquier direccion de desplazamiento.

Mas recientemente, el enfoque de impedancia de cimentaciones ha recibido un gran impulso con
los trabajos de Kausel y Roesset, 1975; Dobry y Gazetas, 1985; Novak, 1987; Gazetas, 1991,




197

Wolf, 1994, de modo que las soluciones estan disponibles para varias geometrias de cimentacion,
condiciones de contorno y propiedades mecanicas del suelo. Sin embargo, generamente estas
soluciones provienen del andlisis eléstico del suelo, sin tener en cuenta su inglasticidad, ni la

degradacion de su rigidez por efecto del régimen dinamico.

Cuaquier discusion debe iniciarse primero describiendo formalmente la definicion de la funcién
de impedancia. A veces se denomina rigidez dinamica del suelo porgue describe la relacion entre
un desplazamiento de entrada y una fuerza de salida. En la interaccion suelo-estructura, €l
desplazamiento en esta relacion es el desplazamiento de lainterfase de cimentacion entre el suelo
y la estructura, y la fuerza de salida es la fuerza restauradora que actlia sobre la misma interfase.
La respuesta de desplazamiento de la base diferird dependiendo de la frecuencia de |la fuerza
aplicada, 1o que implica que la rigidez del suelo varia con la frecuencia que se considera. La
determinacion de estarigidez a varias frecuencias producira la funcion de impedancia del sistema
de suelo-cimentacion dado. La funcion de impedancia contiene datos de valores complejos que
describen larelacién dinamica entre lafuerzay e desplazamiento. Los datos reales e imaginarios
de la funcion de impedancia describen respectivamente la respuesta de desplazamiento en fase y
90 ° fuera de lafase en relacion con la fuerza (Dotson & Veletsos, 1990). La porcion imaginaria
de los datos se debe a la presencia de amortiguamiento histerético en €l suelo y ala radiacion de
laamortiguacion radial del medio infinito del suelo (Dotson & Veletsos, 1990).

Inicialmente, |as funciones de impedancia se determinaron analiticamente haciendo una serie de
suposiciones para los materiales y condiciones de frontera del suelo que permitian expresar el
problema de manera simple, permitiendo que una solucion de forma cerrada para la funcion de
impedancia se determinara al gebraicamente. EI método de formulacion agebraica solo es posible
s las matrices estructurales de las propiedades del suelo estan disponibles para su manipulacion.
Es posible obtener la funcién de impedancia a partir de un modelo de suelo que se ha definido
explicitamente en términos de masa estatica, rigidez y matrices de amortiguacion. Estas matrices
produciréan sistemas de suelo que son elasticos lineales los que se prestan facilmente a la
formulacion de funciones de impedancia en € dominio de la frecuencia sin necesidad de
procedimientos numéricos. Las ecuaciones de movimiento para estos sistemas se expresan en €
dominio de la frecuencia mediante €l uso de notacion exponencial complga, usando un
procedimiento simple en notacién algebraica. En consecuencia, la investigacion en este topico,

rara vez se verifica con los datos de campo, pero a menos estos modelos aproximados son una
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mejora en los andlisis que ignoran la contribucion de las propiedades del suelo, los que se
consideran como vdlidos. Sin embargo, a medida que se empezaron a considerar sistemas de
cimentacion més complicados, la formulacién matematica de la funcion de impedancia se hizo
cada vez mas compleja. La expresion de estos sistemas a menudo resultaria en un conjunto de
integrales duales para las cuales no existe una solucioén de forma cerrada. Estas ecuaciones
tendrian que transformarse en ecuaciones integrales de Fredholm![40] y luego evaluarse
numeéricamente (Shah, 1968) para producir soluciones analiticas aproximadas. El sistema
posterior comenzaria a utilizar valores empiricos para simplificar las ecuaciones, lo que

conduciria a soluciones matematicas menos complicadas (Veletsosy Verbic, 1973).

Las impedancias generadas numéricamente estan facilmente disponibles en la literatura, por 1o
general, cada estudio se centra en una sola cimentacion y e tipo de comportamiento del suelo. La
mayoria de los estudios que se ocupan de sistemas de suelos y bases redistas no generan
expresiones concisas para las funciones de impedancia; en su lugar, se presenta una familia de
curvas como solucién. Se necesitan varias curvas debido a la variabilidad que existe en los
parametros y la configuracion del suelo. Las variables incluyen larelacion de Poisson, el médulo
de corte, y cualquier asignacion geométrica para la fundacion y € perfil del suelo. Obtener una
funcion de impedancia precisa a partir de estas fuentes no es préactico para los ingenieros de la
industria porgue la solucion solo se muestra graficamente y porque los cimientos y los tipos de
suelo considerados a menudo son demasiado simplificados en comparacion con los cimientos
reales. Esto ha llevado a la discusion de la investigacion de la interaccion suelo-estructura para
centrarse en los avances en el modelado con elementos finitos que se pueden adaptar a cualquier
suelo y tipo de fundacion. Las propiedades de la interaccion dindmica reciproca entre la
cimentacion y € suelo de soporte, puede abordarse mediante un andlisis del estado estacionario
en e dominio de la frecuencia, 0 como una aproximacion en el dominio del tiempo para la
subestructura.

1 Erik lvar Fredholm (1866-1927) tuvo un importante papel en la matemética de las ecuaciones integrales y teoria
espectral. Una parte importante de su trabajo fue realizada en 1899, cuando estudié el problema de Dirichlet en
comunicacion con H. Poincaré (1854-1912), Emile Artin (1898-1962) y Jacques Hadamard (1865-1963). Al afio
siguiente publica su informe sobre teoria de ecuaciones integrales con € titulo Sur une nouvelle méthode pour la
Résolution du probléme de Dirichlet, para, en 1903, dar a conocer una version mas amplia de la teoria en Sur une
classe d’ecuations fonctionnelles (Acta Mathematica, 27:365-390). David Hilbert (1862-1943) extenderia los
estudios de Fredholm con la inclusion de valores propios, que conduciria posteriormente a la teoria de los espacios
de Hilbert. Fuente: Acerca de las ecuaciones integrales y la alternativa de Fredholm, por Carlos S. Chinea.
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Cualquier carga arbitraria en e dominio de tiempo puede transformarse en e dominio de la
frecuencia utilizando la transformada de Fourier. Cada valor de datos en la funcion de fuerza
transformada representa una fuerza sinusoidal constitutiva a una frecuencia especifica. Al obtener
todas las respuestas del sistema a la fuerza sinusoidal correspondiente de cada frecuencia, se
puede obtener la respuesta completa del sistema simplemente sumando las respuestas
individuales por laregla de la superposicion.

El uso de la superposicion en este procedimiento solo es aceptable si |as propiedades del suelo y
la estructura permanecen elésticos lineales. Sin embargo, se puede considerar e comportamiento
inelastico del suelo y la disipacién de energia histerética utilizando linealizacién equivalente. El
sistema todavia se analiza como linea eléstico, pero & modulo del suelo y los niveles de
amortiguacion se eligen para que correspondan con la posible deformacion maxima que el suelo
experimentara con la carga dada. Este es un método aproximado ya que todos los elementos del

modelo de suel o tienen propiedades basadas en este nuevo médulo secante (Y oshida et a., 2002).

Hasta ahora, la discusion ha supuesto que existia una funcion de impedancia para las propiedades
del suelo que se desea modelar como un problema suelo - estructura. La obtencion de una funcion
de impedancia realista y adecuada puede ser una tarea desafiante y muchos investigadores han
realizado estudios centrados Unicamente en la generacion de funciones de impedancia.

Es importante recordar que cualquier modelo del suelo, ya sea un modelo de elementos finitos, un
modelo analitico o simplemente una representacién de la funcion de impedancia, se basa en una
suposicion matematica del comportamiento del material del suelo. A partir de experimentos de
laboratorio, se ha descubierto el comportamiento de algunos tipos de suelos en condiciones de
carga especificas, pero, sin embargo, es muy dificil determinar |a respuesta dindmica real debido

alano linealidad y lano homogeneidad del suelo.

L as funciones de impedancia también se pueden obtener a partir de model os de elementos finitos
del suelo utilizando dos métodos analiticos distintos. Estos modelos deberian ser capaces de
reproducir adecuadamente los resultados similares a las funciones de impedancia generadas
analiticamente si se utilizan las mismas suposiciones de la elasticidad del medio-espacio, las
condiciones de contorno y las configuraciones de la cimentacion. El mayor desafio que enfrenta

el modelado de elementos finitos es describir con precision la propiedad de disipacion de la onda
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del medio infinito del suelo. El uso de limites rigidos en el modelo de suelo de elementos finitos
dard lugar a reflexiones de onda sismica fuera de los limites que repercuten de nuevo en €
sistema de suelo, dando lugar a respuestas de ondas reflgjadas. Se ha llevado a cabo una gran
cantidad de investigaciones para crear limites apropiados de absorcion de energia y viscosidad y
otros elementos limite (Yerli, 2003) que reproducen con precision este comportamiento limite
infinito de las propiedades del suelo.

Las funciones de impedancia solo se pueden determinar a partir de modelos de elementos finitos
elasticos linedes a partir de las propiedades del suelo, ya que cualquier no linealidad o
degradacion del suelo no se puede describir adecuadamente en una funcion de dominio de la
frecuencia. La razon es que durante € andlisis no lineal, la respuesta dindmica del suelo no solo
depende de la frecuencia, sino también de la amplitud de la fuerza aplicada. Para geometrias de
cimentacion complejas o del suelo, laimpedancia puede determinarse mediante andlisis dindmico
de un modelo de continuum tridimensional o bidimensional del sistema suelo-fundacion.

En particular, los procedimientos se pueden implementar utilizando el método de elementos
finitos (FE). En este caso, € suelo estd modelado como un material elastico o viscoelastico, que
puede considerarse isotropico, anisotropico, homogéneo o no homogéneo. El enfoque general
consiste en modelar e suelo con simetria axial, 0 como elementos solidos 3D. Cuando sea
posible, se deben usar elementos axisimétricos ya que reducen en gran medida el modelado y €l
tiempo de andlisis comparado con el de un modelo equivalente que usa elementos 3D sdlidos. El
objetivo de este comentario es proporcionar los antecedentes necesarios para conocer sobre €l
estado del arte en € calculo de las impedancias de cimentacion. Sin embargo, estos calculos
deberan realizarse mediante programas informéticos especialmente disefiado para ese proposito
[41].

Recientemente, € enfoque de impedancia de cimentaciones ha recibido un gran impulso con los
trabajos de Kausel y Roesset, 1975; Dobry y Gazetas, 1985; Novak, 1987; Gazetas, 1991; Wolf,
1994, de modo que se dispone de soluciones para variadas geometrias de cimentacion,
condiciones de contorno y propiedades mecanicas del suelo. Sin embargo, estas soluciones

provienen de andlisis elastico y no consideran lainelasticidad y |a degradacion del suelo.

La rigidez estatica K =P /u se usa para modelar la respuesta suelo- fundacion ante cargas

estéticas. De modo andlogo, laimpedancia o rigidez dinmica del suelo K = P(t)/u(t), seusa
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para modelar la respuesta suelo - fundacion ante cargas dindmicas como las debidas a
maguinarias. Una base rigida aislada que descansa sobre e semi- tiene seis grados de libertad,
tres traslacionales y tres rotacionales, para establecer la ecuacion de equilibrio dindmico de una
cimentacion rigida. Las impedancias son funciones de la geometria de la cimentacion, de las

propiedades del suelo y de la frecuencia de vibracion de la méquina.

La traslacion vertical y la rotacion de torsion estan desacopladas en bases simétricas, mientras
que e movimiento de oscilacion y el de balanceo se acoplan porque e centro de gravedad de la

estructura esta por encimadel centro de la presion reactiva del suelo.

Estas impedancias acopladas son insignificantes en cimientos superficiales, pero sus efectos se

vuelven apreciables para cimentaciones desplantadas en el suelo.

Las ocho impedancias, que caracterizan la reaccion dindmica del suelo contra el bloque de

cimentacion, se puede poner en la siguiente forma [ Gazetas, 1991]
K(w)=K(w)+iw-C(w)  (5.1)

Laimpedancia K esun nimero complejo, donde el componente real K(W) reflgalarigidez y la
inercia del suelo, mientras que el componente imaginario es e producto de la frecuencia circular
y €l coeficiente de amortiguacién C(W). Este Ultimo reflgja dos tipos de amortiguamiento: la

amortiguacion geométrica por radiacion, y la amortiguacion interna del materia. La
amortiguacion total debe incluir la amortiguacién geométrica y la amortiguacion del material. La
amortiguacion del material tiende a reducir la rigidez dindmica de la cimentacién. La

amortiguacion de radiacion depende del nivel de deformacion, debido a su dependencia del

modulo de cortante movilizado G = rVS2 del suelo. La disipacion geométrica es debida a la

propagacion de la onda en e subsuelo y para los sistemas modelados con parametros

concentrados representa la mayor parte de la pérdida de energia en la estructura.

La amortiguacion del material también depende del nivel de deformacion movilizado en € suelo,
durante la perturbacién ondulatoria, como lo demuestran ampliamente |os resultados de columnas
de resonancia y pruebas triaxiales ciclicas, llevadas a cabo tanto en suelos granulares como

cohesivos [Seed e Idriss, 1970]. Tanto la masa dinamica del suelo como € efecto de la masa del
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cimiento con respecto a la amortiguacion geométrica, se deberan considerar en los andlisis de
vibracion.
El componente real K(W)se puede expresar como e producto de la rigidez estatica Kst y €

coeficiente de rigidez dinamica K dy (w). El coeficiente dinamico K dy (w) también depende del
maodulo de cortante movilizado G = rVS2 del suelo.

La variacion de Kay (w) y del coeficiente de amortiguacion de la radiacion, frente al médulo de

cortante, ha sido resumido por Gazetas [1991] para varias fundaciones y condiciones del suelo; la
amortiguacion del material movilizado solo puede ser evaluado a través del coeficiente de
coeficiente de amortiguamiento obtenido por pruebas de laboratorio. Sin embargo, lavariacion de

Kdy (w)y de la amortiguacion por radiacion, frente a modulo de cortante movilizado, no

deberian considerarse tan importantes para la prediccién de impedancia, porque la porcién de
suelo, que experimenta una degradacion sustancial del médulo de cortante, es lo suficientemente
limitado y se encuentra cerca de la fundacion. En cambio, la variacion de amortiguamiento de

material y Kst con € nivel de deformacion puede considerarse muy significativo en la

modificacion de laimpedancia.
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Grados de libertad de un blogque de cimentacion.

El procedimiento utilizado para calcular las impedancias dinamicas de una cimentacion

superficial rigida se puede resumir en |os siguientes pasos:

La base se modela como carente de masa e infinitamente rigida; por lo tanto, solamente se
requiere la geometria del area en contacto con el suelo B y L. Asumir una cimentacién sin masa
esimportante, ya que evitalanecesidad de volver a calcular |aimpedancia dinamica cada vez que
cambialamasa de la cimentacion, 1o que a menudo ocurre durante el proceso de disefio.

Se aplica una fuerza arménica, 0 momento, de frecuencia w y de magnitud unitaria, a la base
rigida, P(t)=P&" 0 M (t)=Me"™ Como efecto de tales fuerzas o momentos, la propagacion
ondulatoria, genera esfuerzos en € suelo subyacente, modelado como un material viscoel astico,
del que se requiere conocer |as propiedades de cada estrato: espesor t, Mddulo de elasticidad K,

relacion de Poisson N, densidad p y amortiguamiento del material x.

0 q (t) :qoeI

fundacion sometida a las fuerzas armonicas, se obtiene al mantener un registro de las reflexiones

Wt+f) (Wt+f)

La amplitud de la vibracion del estado estacionario u(t) = uge' de la
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y refracciones sucesivas gque ocurren cada vez que los esfuerzos debidos a las ondas acanzan un
limite en lainterfase de | os estratos de suelo. Esto se logra al encontrar |as diferentes trayectorias
de las ondas tal a como se muestran en la figura tomada de |la obra de Wolf, J.P., 2004.

Foundation Vibration Analysis: A Strength of Materials Approach. Butterworth-Heinemann.

4

| SV V4

Downwards and upwards wave propagation for surface disk in lavered half-space,
acording to Ref Wolf I.P.. 2004. Foundation Vibration Analysis
A Strength of Materials Approach Butterworth-Heinemann.

La impedancia dinamica K (w) se define como la relacion entre la fuerza armonica que actda
sobre la base y su amplitud de vibracion. Debe observarse que esta es una magnitud compleja

dependiente de la frecuencia (w).

P RE™ R i
K (W) - u(t) - uoei(wt+f) B Uo € (52)
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En la dindmica del suelo, es habitual expresar la impedancia dindmica mediante € nimero

complgjo K(w)=Kk+iwC.

Adicionalmente, las partes real e imaginaria de la impedancia dinamica estan asociadas, por

analogia, con unarigidez y amortiguamiento dinamico dependiente de la frecuencia.

k(w)=Re[K(w)]= E—Zcosf
(5.3)
Clw)= Im[fv (w)] Z‘WF:?OSE”“

Los pasos 2 a 5 se repiten para cada frecuencia W, de interés, hasta que €l rango de frecuencias

de vibracion de la méagquina esté cubierto.

4

| S V4

Downwards and upwards wave propagation for surface disk in layered half-space,
acording to Ref Wolf JP.. 2004. Foundation Vibration Analysis
A Strength of Materials Approach. Butterworth-Heinemann.

Para la determinacion de las funciones de impedancia se dispone de recursos analiticos como los
métodos numéricos operados en computadora, métodos de los elementos de contorno, métodos
de elementos finitos, métodos de las funciones de Green y las ecuaciones integrales entre otros.
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Haremos un esbozo sucinto de algunos de estos métodos, ya que una discusion detallada de tales
procedimientos, estd més alla del alcance de este trabgjo.

Es importante recordar que cualquier modelo del suelo, ya sea de elementos finitos, analitico o
simplemente una representacion de la funcién de impedancia, se basa en una suposicion

matematica del comportamiento del material del suelo.

Inicialmente, las funciones de impedancia se determinaron analiticamente haciendo una serie de
suposiciones para € sistema del suelo que permitian expresar los materiales y sus condiciones de
frontera de manera simple, permitiendo que una solucion de forma cerrada para la funcion de
impedancia se determinara algebraicamente. Sin embargo, a medida que se empezaron a
considerar sistemas de cimentacion mas complicados, la formulacién matemética de la funcion de
impedancia se hizo cada vez mas complga. La expresion de estos sistemas a menudo resultaria
en un conjunto de integrales duales para las cuales no existe una solucion de forma cerrada. Estas
ecuaciones tendrian que transformarse en integraes de Fredholm y luego evaluarse
numeéricamente (Shah, 1968) para producir soluciones analiticas aproximadas. El sistema
posterior comenzaria a utilizar valores empiricos para simplificar las ecuaciones, o que

conduciria alin mas a soluciones matematicas menos racionaes (Veletsosy Verbic, 1973).

5.2. Formulacioén algebraica para las funciones de impedancia.
Es posible obtener la funcion de impedancia a partir de un modelo de suelo que se ha definido

explicitamente en términos de masa estética, rigidez y matrices de amortiguacion. Estas matrices
produciran sistemas de suelo que son elasticos lineales que se prestan facilmente a laformulacion
de funciones de impedancia en e dominio de la frecuencia, sin necesidad de procedimientos
numericos. Las ecuaciones de movimiento para estos sistemas se expresan en e dominio de la
frecuencia mediante el uso de notacién exponencia complegja y, luego, utilizando un poco de
algebra, la funcién de impedancia se puede determinar siguiendo un procedimiento simple.

Al explicar lateoria de este método, es conveniente demostrar su g ecucion para un sistema de un
solo grado de libertad. El procedimiento se basa en poder expresar las matrices del sistema global
en e dominio de la frecuencia para obtener |la matriz de flexibilidad complea global en €
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dominio de la frecuencia. A partir de esta matriz de flexibilidad, se puede obtener la funcion de
impedancia para € grado de libertad en la interfase. La ecuacion de movimiento para un sistema
gue contiene un solo hodo con una masa unida a una base rigida por un resorte y un amortiguador

sometido a una fuerza armonica externa es la siguiente:
L Y
mli+cu+ku=F,e (5.4)
Para transformar esta expresion en el dominio de la frecuencia, tiene que reescribirse con la

fuerza externa expresada como una suma de funciones de coseno y seno en una frecuencia

distinta w; . Esta fuerza se debe describir utilizando una exponencial compleja equivaente en la

Wit
siguiente forma: F=F e " Tomando el desplazamiento para que sea una funcién exponencial

complga similar, la velocidad y la aceleracion del sistema se pueden expresar simplemente

como: UZUOe U=|V\/iuoe u=-w uoe

Fo y Uy son las amplitudes de la fuerza y las funciones de desplazamiento resultantes,

respectivamente. Estas expresiones permiten reescribir la ecuacion del movimiento en términos

de las dos variables de amplitud, de la siguiente forma:

IWt IWt
+

wt iwt
—m/vizuoe " +awiyy kye ' =Fge " (5.5)

5 i _W/—

i

{1

Esta expresion puede simplificarse eliminando €l término exponencia comuin y dividiendo la

variable de amplitud paraformar larelacion derigidez:
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Ro_kiion—mw2  (56)

Uo

De esta ecuacion se hace evidente que e sistema se comportara de manera significativamente
diferente dependiendo del valor de la frecuencia aplicada. Ademas, cuando la frecuencia es cero,
se produce la condicion estaticay €l desplazamiento se convierte simplemente en ladivision de la
fuerza estatica aplicada en la rigidez. La relacion de fuerza y desplazamiento es la rigidez
dindmica y la funcién de impedancia se construye determinando esta relacion para un rango de
frecuencias. La serie resultante de rigidez dindmica es lainformacion que conforma la funcion de

impedancia.

Para considerar la formacion de impedancias basadas en un sistema con un nimero arbitrario de
grados de libertad, la ecuacion de movimiento debe expresarse ahora con notacién matricial

e 11
vectorial: MU+OJ+Ku=FOe !

[~ wWt] e
Foe ! Fo
0 0
iwt - iwt
F=| 0 |- 0 e " =Fe (5.7)

Cada grado de libertad respondera con diferentes amplitudes parala carga especificada. Esto crea
un vector de respuesta de desplazamiento compuesto de muchas amplitudes desconocidas de la
forma presentada a continuacion. La impedancia gue es de interés es Unicamente la relacion entre

—

[ iwit ]
Up,€
n iwit
Up,€

et}
I
I
e
o
o)
~
o
NS
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Readlizando la misma sustitucion realizada anteriormente, se genera a continuacion e sistema

lineal. El nuevo vector UO es un vector de amplitudes desconocidas de desplazamiento y el vector

—

Fo es un vector compuesto por la amplitud de la fuerza del primer grado de libertad y

subsecuentemente cero para todos |os demés grados de libertad.

Wit : o\ Wt
=(K+Ciw, -Mw?Jage™  (59)

_o
Foe
Para aidlar la funcion de impedancia del primer grado de libertad, la inversa de la rigidez
dindmica, la matriz de flexibilidad dindmica, debe formularse a partir de la ecuacién anterior, la

gue se reorganizay las exponenciales se eliminan produciendo la siguiente ecuacion:
. 2 -1, _
(K +Ciw, - Mw, ) Fo=Uy (5.10)

Los términos dentro de los corchetes en esta ecuacion, son colectivamente la rigidez dindmica,
que como estan siendo invertidas, ahora son la flexibilidad dindmica. Reemplazar estos términos
en & corchete con términos de componentes de flexibilidad permite que € sistema de ecuaciones

se presente de la siguiente manera:

CERRP 1n {[Fy] [ or ]
IPYRRPY fonll O | Yo

= (5.11)
fr foz - fan|LOJ [Yond

De la ecuacion matricial obtenida, laexpresion para Uy, se formula multiplicando la primerafila

de la matriz de flexibilidad y el vector de fuerza. Dado que todas las amplitudes de fuerza

distintas del primer grado de libertad son cero, solo se requiere el componente de flexibilidad de

f, 1 enlaformulacion de impedancia.
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fll X FO =Ugy
_Y _ fl,l
Uo1

Por lo tanto, €l procedimiento para determinar la funcion de impedancia para un sistema con un
anico grado de interfase es formular primero la matriz de rigidez dinamica general presente. Al
invertir esta matriz se generaria entonces la matriz de flexibilidad dindmica, y para obtener la
funcion de impedancia deseada, se invertiria € término dentro de la matriz de flexibilidad que

corresponde a grado de libertad de lainterfase.

Para expandir las ideas anteriormente formuladas a un sistema de suelos con mltiples grados de
libertad en la interfase de la fundacidn, se deben implementar una serie de gjustes a las
ecuaciones previamente establecidas. En la seccion anterior, la fuerza externa se aplicd a un
anico grado de libertad que corresponde a la interfase. Ahora seré considerada una interfase que
contiene multiples grados de libertad y, en consecuencia, la fuerza externa debe aplicarse en cada
una de estas direcciones. El nuevo vector de fuerza presentado en la siguiente ecuacion,

corresponde a un sistema con k nimero de grados de libertad en lainterfase.

i iwit ]
Foe

(5.13)
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Siguiendo e mismo procedimiento anterior, €l sistema lineal final compuesto en este método

tendrala siguiente forma:
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Al expandir la multiplicacion de matrices presentada en esta ecuacion, seria evidente que las
primeras k ecuaciones estan acopladas e independientes de las ecuaciones restantes. Los Unicos
términos de flexibilidad que son relevantes son las primeras k& columnas de las primeras k filas
que forman una matriz de flexibilidad reducida. Invertir esta matriz y transferirla a lado derecho

produciriala siguiente ecuacion:

_ - r +—1_ _

o N

Fol | fka fex | LYk

De hecho, esta matriz de flexibilidad reducida invertida define la familia de funciones de
impedancia de la interfase. Como las fuerzas y el desplazamiento de los diversos grados de
libertad estén acoplados, no son posibles ecuaciones independientes para la relacion de fuerza 'y
desplazamiento. En cambio, cada funcion de impedancia se define como cada componente de la

matriz de flexibilidad invertida.

5.3. Determinacion de las funciones de impedancia empleando
modelos de elemento finito (FEM).
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Para cimentaciones con geometria o condiciones de suelo complejas, las impedancias dindamicas
del suelo pueden ser determinadas mediante andlisis dindmico en dos o tres dimensiones de un
modelo continuo para un sistema suelo-fundacion. En particular los seis pasos descritos
inicialmente para determinar las funciones de impedancia, pueden implementarse empleando

método de elemento finito.

En un modelo de elemento finito, solo una parte del suelo (es decir, unaisla de suelo) puede ser
discretizado Estos modelos deberian ser capaces de reproducir adecuadamente los resultados
similares a las funciones de impedancia generadas analiticamente si se utilizan las mismas
suposiciones de la elasticidad de semi-espacio, las condiciones de contorno y las configuraciones
de cimentacién. EI mayor desafio que enfrenta e modelado de elementos finitos es captar con
precision la propiedad de disipacion de la onda en € medio infinito del suelo. El uso de limites
rigidos en el modelo de elementos finitos de suelo dara lugar a reflexiones de onda sismica fuera
de los limites, las que repercuten de nuevo en e sistema de suelo, dando lugar a respuestas de
ondas reflgjadas con resultados erréneos. Por lo tanto, las condiciones de contorno apropiadas
(limites no reflectantes) deben aplicarse cuando el suelo es arbitrariamente truncado. Mientras
gue los limites efectivos, no reflectantes o transmisores se han desarrollado en la literatura para
este proposito, alin no se han implementado en la mayoria de los codigos de computadora
utilizados para e andlisis estructural. Tales limites son de indole aproximada; sin embargo, los
modelos de elemento finito basados en ellos, convergen ala solucion tedrica de elastodindmica a
medida que aumenta el tamaiio de la isla del suelo. En general, los resultados dentro de un
pequefio porcentaje de las soluciones tedricas se pueden lograr con tamafios de isla de suelo
razonables, es decir, pequeiias. [42, 43, 44]
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R\ Base rocosa
Modelo de elemento finito.

Fuente: Twe-Dimensional Numerical Modelling of Wave Propagationin Soil Media.
Nawras Hamdan. 2013

Uno de los model os de elementos finitos para resolver problemas de propagacion de ondas en dos
dimensiones para régimen estacionario, en los medios de los suelos supra yacentes al basamento
rocoso rigido, en condiciones de deformacion plana, parten dividir e medio de suelo en tres

regiones. el dominio central o irregular, y los dos dominios laterales o regulares.

La region, de interés, estd engranado mediante reticulas de elementos finitos con los dos
dominios laterales que se extienden hasta € infinito, los que se reemplazan por fuerzas nodales

equivalentes que se aplican en laregion central o irregular.

Estas fuerzas nodales se calculan a través de la solucién de un problema de eigenvalor de
segundo orden, que se reduce a un primer orden con & doble de su tamafio. El modelo FEM

obtenido permite el modelado numérico de la propagacion de la onda es e medio del suelo sobre

el lecho derocarigido y sometido a cargas armonicas FOth :

Los desplazamientos nodales, especiamente en la superficie del suelo, se usardn en etapa de

postprocesamiento de | os resultados para fines de validacion y estudio paramétrico.

El modelo basado en la suposicion de que € suelo es un medio superpuesto a lecho rocoso
rigido, puede representar situaciones reales de ingenieria, en las que € lecho de roca se encuentra

en profundidades poco profundas o intermedias. Sin embargo, cuando este no es el caso y €
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medio del suelo es muy profundo o se extiende hasta el infinito en ambos direcciones laterales y
verticales, el modelo alternativo debe ser el model o del semi- espacio.

it
| %o
lefi _ ) right
« regular irregular region regular
*  region region oo
half-space

o, =]

Tratamiento del modelo para el semi-espacio.

Fuente: Two-Dimensional Numerical Modelling of Wave Propagationin Soil Media
Nawras Hamdan. 2013

No se dispone de una representacion exacta del semi-espacio en € marco del FEM. Un enfoque
gue representa parte del semi-espacio, debajo de un dominio de interés, como el limite absorbente
o paraxia (PBC) combinado con & método de estrato delgado (TLM), seria de uso practico.

Halfspace l

Depresentacion el semi-espacio bidimensional.

Fuente: Two Dmensional Mumerical Modelling of Wave Propazationin Sod Media
WNawras Hamdan 2013
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Una primera idea consistio en extender € enfoque TLM a la base del dominio computacional y
formular las matrices apropiadas que representan la contribucion del semi-espacio. Tratando el
dominio de la base con e mismo procedimiento utilizado para las regiones semi infinitas
laterales izquierda y derecha, resulta un modelo computacional muy costoso debido a problema
de eigenvalor. Ademés, seguir e TLM requeririalafijacion de ciertos nodos, por g emplo, en las
dos esguinas inferiores del dominio computacional, para evitar modos rigidos. Como este
enfoque parecia poco practico para las aplicaciones consideradas, se adoptd un método
alternativo, consistente en e acoplamiento ddd TLM con & PBC, a como se muestra

esqueméticamente en la figura anterior.

Kausel y Roésset, [45] han realizado formulaciones especiales del PBC para la matriz de
impedancia del semi-espacio, las que se explican de la siguiente manera: un semiespacio en capas
es truncado en lainterfase entre la Ultima capay el semi-espacio subyacente. Las tracciones en la
interfase contribuyen ala parte de trabajo virtua externo. Teniendo en cuenta que la capainferior
esta dividida en elementos y aplicando la ecuacion del trabgjo virtual, ecuacion de trabajo para
las tensiones en la parte inferior de la Ultima capa, las matrices de rigidez dindmica de los
elementos del semi-espacio son deducidas y, por lo tanto, se ensamblan con la rigidez de los
elementos finitos del dominio irregular. Los nodos de borde de la dltima capa también tienen
alguna contribucion. Para los limites laterales, la contribucion del semi-espacio es considerada e
implementada en el problema de eigenvalor algebraico. Las fuerzas nodales y las matrices de
impedancia de las regiones regulares se calculan y sustituyen de nuevo en la ecuacion de la
dindmica global.

Se ha llevado a cabo una gran cantidad de investigaciones para crear limites apropiados de
absorcion de energia y viscosidad y otros elementos limite (Yerli, 2003) que reproducen con

precision este comportamiento de limite infinito del dominio del suelo.

Las funciones de impedancia solo se pueden determinar a partir de modelos de elementos finitos
elasticos lineales del dominio del suelo, ya que cualquier no linealidad o degradacién del suelo no
se puede capturar adecuadamente en una funcion de dominio de frecuencia. La razén es que
durante el analisis no lineal, la respuesta dinamica del suelo no solo depende de la frecuencia de

forzamiento sino también de la amplitud de lafuerza aplicada.
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En los siguientes comentarios, se expondran los procedimientos para obtener una funcion de
impedancia a partir de un modelo de elementos finitos que se destina principalmente a anadlisis
de la historia del tiempo. El método de formulacion algebraica solo es posible si las matrices

estructurales del sistemadel suelo estan disponibles para su manipulacion.

5.4. Evaluacién de las funciones de impedancia usando el método de
elementos de frontera.
El método de elementos de frontera, también conocido como método de el ementos de contorno o

de elementos de borde, (BEM) por sus siglas en inglés Boundary Element Method), ha sido
desarrollado para el andlisis elastodinamico de problemas ondulatorios en solidos. Sin embargo,
la formulacién relativamente complicada y €l caculo intensivo para obtener soluciones exactas,
restringe su comun aplicacion a la préctica de ingenieria tradicional. En este enfoque, la
condicion de energia de radiacion hacia €l infinito, es tomado en cuenta correctamente por las
ecuaciones integrales, y la discretizacion del espacio se reduce solo a limite de los medios
adyacentes. Las contribuciones mas importantes fueron publicadas por Dominguez y Roesset
[46] basado en el dominio de frecuencia para calcular las funciones de impedancia de cimientos
superficiales rectangulares. Ademas, Veletsosy

Wel [47] y Luco y Westman [48] resolvieron exactamente el problema para valor limite mixto de
frontera de un disco rigido que descansa sobre e semi-espacio elastico para vibraciones
verticales, dedlizante, de cabeceo y movimientos arménicos torsionales. Apsel y Luco [49]

obtuvieron las funciones dindmicas de Green, para un semi-espacio estratificado.

Gazetas y Tassouslas [50] investigaron la respuesta dinamica de cimientos rigidos con formas
arbitrarias incrustados en un semi-espacio uniforme, para rangos de baja frecuencia. Técnicas de
solucion integrales que presuponen condiciones de contacto soldadas para cimientos circulares
incrustados en un suelo incompresible también se han presentado por Apsel y Luco y Mitay

Luco [51]. La mayoria de los resultados numéricos publicados hasta la fecha, corresponden a
cimientos rigidos superficiales y embebidos, para frecuencias bajas a moderadas 0< % <4y son

restringidas para ciertos valores de la relacion de Poisson 0.25<n <0.45 y para ciertos tipos de
geometria de fundacion, debido a costo de céalculo, suposiciones préacticas, y limitaciones de

rigurosas técnicas de andlisis.
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El clculo de las impedancias dindmicas de cimentaciones mediante el método de los elementos
de contorno; implica e resolver para cada frecuencia, tantos sistemas lineales de ecuaciones
algebraicas como movimientos del solido rigido se hayan establecido. Una vez obtenidos los
estados de esfuerzo en los elementos en que se discretizd la interfase cimentacion-terreno; se
determinan los esfuerzos resultantes con respecto a punto de referencia escogido, generalmente
el centro de gravedad de la cimentacién y en caso de cimentaciones embebida en €l terreno, en €
fondo del desplante. El cociente de estas resultantes, entre el movimiento correspondiente a cada

tipo de perturbacion, nos proporciona el valor de laimpedancia correspondiente deseada.

L as propiedades de la interaccion dinamica reciproca entre los cimientos y € suelo de soporte se
pueden investigar utilizando un analisis del estado estacionario en €l dominio de la frecuencia, o
un enfoque de subestructura en el dominio de tiempo directo. En € andlisis en e dominio de la
frecuencia, la atencion se centra principalmente en la indicacion de las impedancias del suelo, y
la interpretacion de la naturaleza de la frecuencia dependiente de los problemas de interaccion

suel o-estructura

La evaluacion de las funciones de impedancia definidas por los coeficientes de rigidez-
flexibilidad dindmica complejos, en los puntos de la interfase del sistema de fundacion del suelo,
juegaun papel importante en |os problemas de interaccion suel o-estructura.

Al usar e método de la subestructura, € sistema suelo-cimentacion, se ha dividido en dos
subestructuras. Las ecuaciones de gobierno describen la respuesta dindmica de la cimentacién
finitay e suelo ilimitado se puede analizar independientemente con respecto al grado de libertad

de en los nodos comunes en lainterfase.

Las condiciones de equilibrio y compatibilidad en todos los puntos de interaccién, permiten €
ensamble de la estructura completa y se puede realizar |a solucion paratodo € sistema.

El efecto del suelo ilimitado en & comportamiento de la estructura, esta representado por una
condicion limite asociada a los grados de libertad de los nodos unidos en la interfase de las dos
subestructuras. Esta condicién limite es de la forma de una relacion fuerza-desplazamiento,

determinada mediante la solucion fundamental correspondiente a un semi-espacio homogéneo.
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La técnica de la subestructura, permite un acoplamiento de la cimentacion y €l suelo subyacente
en los nodos de interaccion comunes. La matriz de impedancia del suelo, se define por la matriz

de rigidez dindmica de los nodos en lainterfase entre la cimentacion y € suelo.

Como se muestra en la figura tomada de la referencia [52], la cimentacion de blogque rectangular
rigido, carente de masa, cuya dimensién 2B corresponde ala direccion x, sujeto a perturbaciones
armonicas verticales, horizontales, rotaciones oscilantes y torsionales, y cuyo espesor
insignificante se encuentra parcialmente embebido en e suelo de un semi-espacio elastico
homogéneo, caracterizado por las propiedades de densidad de masa p, relacién de Poisson v y el
modulo de rigidez a corte G. Debido ala deformabilidad del medio de fundacion, € movimiento

de la cimentacion se puede describir por los seis grados de libertad, dos de traslaciones

horizontales, (Ug, uoy), uno de traslacion vertical (U, ), dos rotaciones oscilantes ( Gq, Coy )y

uno de rotacion torsional ( Gy, ) respecto a punto O de lainterfase inferior suelo-estructura.

2B

Intertace

Rigid block
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S M Voigt's o
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s

Rigid block model resting on elastic half-space.
After: E. Celebi . 5. Frat I Cankaya. Turkey 2006.

En esta representacion, los resortes equivalentes representan la flexibilidad del suelo, mientras
gue los amortiguadores equivalentes representan el efecto de la disipacion de energia por
radiacion debido a la infinitud de la region del suelo. La rigidez y la amortiguacion de la

cimentacion dependen de la frecuencia de excitacion, por 1o que es mas conveniente relacionar

las fuerzas interactivas de corte ( POx Poy), la fuerza vertical ( POZ), los momentos interactivos
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de vuelco (|\/|0X Moy) y e momento torsional (MOZ), a la resultante de las traslaciones y

rotaciones de |a cimentacion, en transformadas de Fourier en & dominio de lafrecuencia

La relacién dindmica fuerza-desplazamiento para la fundacion puede ser expresada de la

siguiente manera (5.16):

Py, Kyoc (W) 0 0 0 Kymy (W) 0 Uoy
Foy 0 Kyy (W) 0 Ky mx (W) 0 Uoy
Foz | 0 0 Kz (W) 0 0 0 U,
Moo | 0 K,y (W) K (W) 0 0 Oox
Moy| | Kmyx(w) 0 0 0 Kimy (W) 0 |9y
Mo, 0 0 0 0 0 Kz (W) J |90z

Cuando se considera el sistema 3-D, se obtiene la matriz de impedanciaK de orden 6x6 parauna
cimentacion rigida sin masa, la que expresa la relacion entre la fuerza armonica aplicada y €

vector de desplazamiento U del centro geométrico de la cimentacion.

Los términos diagonales de la matriz son diferentes de cero, y otros términos extra diagonales en

lamatriz que representan el acoplamiento, entre los grados de libertad son cero.

Si e sistema cimentacién- suelo tiene dos planos de simetria, € movimiento vertical y € de
torsion también estan desacoplados. Solo € balanceo y la rotacion estan acoplados en cada plano
de simetria. Para cimientos superficiales, se puede ignorar e acoplamiento entre rotacion y

balanceo.

Generamente, en el caso de vibraciones armonicas, la impedancia y la respuesta resultante son

cantidades complgas. Esta relacion puede ser reescrita de una manera mas general como:

{P}=[KJ{u} (5.17)

El significado fisico de la rigidez dinamica se puede interpretar mediante la matriz f de

flexibilidad determinada en la interfase cimentacion-suelo a partir de la inversion de la matriz de
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impedancia. La matriz de flexibilidad [f]:[K]_lllamada también matriz de desplazamiento,

transfiere la carga de entrada como imput, a desplazamiento de salida output, y expresa la
deformacion elésticade la cimentacion y € subsuelo del sistema.

U} =[KT*{P}=[1]{P} (519

Todas las funciones de impedancia se dan en relacion con € factor de frecuencia adimensional
previamente definido como &, =V\\;—|: . En la solucion del problema mixto de valores de frontera,
mediante el método de los elementos de contorno, las impedancias de la base para las cargas

dindmicas, se pueden determinar integrando la correspondiente distribucién de los esfuerzos en la

interfase suel o-fundaci on.

Las rigideces dindmicas ddl sistema se describen en € centro de la cimentacion y puede ser

expresado en lasiguiente forma: K, (W) = Kgsa | Ka (ag) +i8gCa (a5 |(1+2ib) (5.19)

La rigidez estatica puede describirse para cada grado de libertad o modo de vibracion. La
amortiguacion interna del suelo también se toma en consideracion y se caracteriza por larelacion
de amortiguacion (3. Las partes reales de las funciones de impedancia significan componentes de
fuerza en fase con los desplazamientos y se pueden denominar como rigidez dinamica para la
fundacion. Por otro lado, las partes imaginarias son componentes de fuerza en fase con las
velocidades y puede interpretarse como la disipacion de energia por la radiacion de ondas en el
suelo lgjos de la fundacion. Por lo tanto, pueden denominarse coeficientes de amortiguacion de la

cimentacion.

A fin de comparar los resultados de los enfoques analiticos, las cimentaciones rectangulares se
reemplazan por una cimentacion circular de radio r de modo que el area sea equivaente a la del
rectangulo para movimiento traslacional, y e mismo momento de inercia para |os movimientos

de rotacion.

La rigidez estatica se calcula usando los valores relacionados con la cimentacion circular

superficial de superficie circular.



L as impedancias dinamicas de la cimentacidn se pueden escribir como:

Modo de vibracién horizontal (a=Xx, yy):

Ka(w)z%(kaﬂaoca);r: 4% (5.20)

Modo de vibracién vertical (a = zz):

Ka (W):%(kaﬂaoca);r: % (5.21)

Modo de vibracién de balanceo (a=nx,my):

8G° . 683 6BL3
Ka(w):s(lj)(ka+|aoca);rnu=‘\‘}%,rwz‘\‘/l;)|' (5.22)

Modo de vibracién torsiond (a =nmz):

3 8BL(B%+ 2 3
Ka(w)=16§r (ka+iaoca);r=4%,rwz14/163il' (5.23)

Términos de acoplamiento (& =X, y,ny, X):

8Gr? . [4BL
Ka (w)z(z_rn)(ka+|aoca);r: TS (5.24)
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En estas expresiones i = ~/~1, Kges d coeficiente de rigidez elastica adimensional, y G es d

correspondiente coeficiente de amortiguacion segn los valores de |a frecuencia adimensional &,

y delarelacion de Poisson v.

Para los términos de la diagonal principal de lamatriz K, @ =XX corresponde a traslacion alo

largo de x, @ = Yyatradacion alo largo del gey, & =ZZtraslacién alo largo ddl ge z; a=NX

corresponde a balanceo alrededor del e x, a=mNya balanceo arededor del ge y, A=NE
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balanceo arededor del ge z, y € acoplamiento entre los desplazamientos y |las rotaciones se
identifican con los indices a = X, my, y, My, X, y, my, X

5.5. Elementos de frontera para amortiguacion gradual.

Este método utiliza elementos finitos convencionales para modelar un dominio ilimitado. En
particular, € dominio infinito se aproxima adjuntando elementos amortiguados artificialmente
fuera del area de interés en e andlisis. La amortiguacion estructural de los elementos agrupados
se incrementa gradualmente para modelar la dispersion de la propagacion de las ondas en los
medios ilimitados. Por gemplo, en € modelo axisimétrico, el medio no delimitado se trunca
arbitrariamente y se divide en interno, transicién y regiones gradual mente amortiguadas.

La amortiguacion de los elementos en la region amortiguada se incrementa gradual mente desde €

conjunto mas interno a conjunto a lado del limite finito. En particular, € aumento gradual
propuesto esta dado por la ecuacion: x = ayz K Donde, q) es larelacion de amortiguacion para

el primer elemento amortiguado, z es un factor constante mayor que uno que controla el
crecimiento de amortiguacion gradual, y k =0, 1, 2,..., n-1 con 0 correspondiente al conjunto mas
interno de elementos amortiguados, y n-1 hasta € ultimo, como se muestra en la figura. Esta
funcion exponencial asegura una tasa gradual de aumento en la amortiguacion, evitando un
aumento subito de la amortiguacion que, por si solo, podria provocar € reflgjo de las ondas
propagadas.

En un cddigo de computadora capaz de realizar andlisis en e dominio de la frecuencia, este
aumento exponencial de amortiguacion se puede incluir facilmente utilizando e mddulo
complego de elasticidad:

E =E(1+izaz") (529

Los limites simples que se aproximan a semi-espacio, se pueden especificar en la forma de

resortes elésticos y amortiguadores de frecuencia independientes. Los resortes estén disefiados
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para modelar |a respuesta elastica del medio circundante, mientras que |os amortiguadores estan
destinados para considerar laradiacion de las ondas que se propagan hacia € infinito.

Una variedad de problemas dinamicos de interacci 0n suel o-estructura que involucran fundaciones
con geometrias complgjas 0 depdsitos irregulares de suelo, se analizan mediante € uso de un
enfoque de isla de suelo, en que una parte del suelo que rodea la fundacién se modela, por lo
general de manera discreta, junto con la base y |a superestructura. Este conveniente y flexible
enfoque requiere de la imposicion de algunas condiciones de contorno apropiadas en e limite
artificial externo de la isla de suelo, para que la respuesta del modelo de suelo truncado se
aproxime a la de un medio ilimitado. Mientras que los limites efectivos, no reflectantes o
transmisores, han sido desarrollados para este propdsito, tipicamente no se usan en las etapas
iniciales del desarrollo y andlisis del modelo ya que estos limites especiales no se implementan en

algunos de los codigos computacionales mas comunmente utilizados.

El uso de los amortiguadores de Lysmer en la frontera artificial, se ha convertido en una manera
simple y efectiva de reducir las reflexiones no deseadas desde la frontera y estabilizar e modelo
general en € caso dindmico. Sin embargo, pueden generarse bgjas frecuencias en € modeo
genera si no se introducen resortes adicionales en las fronteras.

Debido a la naturaleza local de estos limites, sus capacidades de absorcion de energia dependen
no solo de las propiedades del material, del material sino también del contenido de frecuencia de
la excitacion. Estos elementos de resorte-amortiguador estan unidos a los nodos de frontera de la
isla de suelo. Para definir las propiedades resorte-amortiguador correspondientes a islas de suelo
rectangular, [53, 54] que los coeficientes del amortiguador se determinan en términos de las

propiedades del material de cada estrato de suelo. En particular, los coeficientes de

amortiguamiento normal G, = rVp, y tangencial G =I\sson una funcion de ladensidad 1 , de

la velocidad de onda compresional Vp y la velocidad de onda de corte Vg del estrato de suelo.

Mientras que los resortes estan determinados en términos de las propiedades del materia y la

geometria de laisla del suelo. Las constantes de resorte se calculan por € siguiente conjunto de

ecuaciones; donde R=/x? + y? + z% , G esel mddulo de corte, y v es el de Poisson.
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o _ 20X 3¢+ (1-:)R? y 26| 3y?+(1-2)R? | y 26| 322 +(1- ) R? |
TR +E-n)R? | Y Ry H(3-a)R? | Y R?| Z2+(3-4)R? |
o _y[aP+@-n)R] | 2ey[3y+(-1)RP| | 206y[3+(1-2)R?]
ORI +E-n)R? | Y Ry (E-a)R? | P R 22+ (3-4)R?
o _267[3C+-2)R] | 2Gz[3y+(1-2)RP| 2673 +(1-2)R
R E-0)R? | Y Ry +(B-4)R*| 7 R?| Z2+(3-4)R?

Las fronteras simples descritas, se pueden aplicar iguamente en e dominio de frecuencia y

tiempo, y paraandlisislinealesy no lineales.

La precision de una solucion de elementos finitos se ven muy afectados por la calidad de la
malla, o sea por € tipo de elemento, tamafio, forma y relacidn de aspecto, utilizados durante el

escenario de model ado.

En la literatura disponible sobre el tema, se proporcionan varias recomendaciones respecto al
establecimiento del tamafio del elemento para € andlisis de propagacion de ondas utilizando
elementos finitos. EI concepto general es que la malla debe ser lo suficientemente fina para
resolver la propagacion de la onda. En genera, las recomendaciones proporcionadas en la
literatura varian entre 5 y 20 elementos por longitud de onda (A = 2nVs / w). Por supuesto, se
deben esperar mejores resultados de modelos atamente refinados, sin embargo, son
computacionalmente costosos y pueden ser poco préacticos desde e punto de vista de la

ingenieria.
Para definir el tamario de laisla de suelo, se recomienda utilizar unaregion de transicion Ly =1

y unaregion de transicion LH 2 4f0 Alternativamente, la profundidad total (H) se puede gjustar

en funcion de la méxima longitud de onda de Rayleigh 15! 2pVs recomendandose usar

Wnin

H -2l yaque las ondas de Rayleigh casi desaparecen a esta profundidad.
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Symmetry
Axis | Transition Reqion Damped Region
A B Variable size (L) | Varable size Lx |
1 [ | |
Footing | N damped elements

Transition Region
Variable size (La)

Free BC

Damped Region
Varabhle size (Ly)

lH damped Ela‘nentsl

Fix boundary conditions

Axisymmetnic finite element model of a surface foundation.
Fuente: C. Coronado and N. Gidwani

En los apartados anteriores, hemos expuesto como el suelo estratificado puede ser representado
mediante andlisis numérico en e dominio de la frecuencia, mediante los métodos de elementos
finitos (FEM), y mediante elementos de frontera (BEM), en & que se establecen limites de
contorno no reflectantes, de modo que la propagacion ondulatoria ocurra sin que haya ondas
reflgjadas.

|3

Guﬂs 1"5&

e
B

P i i Pl A o R A A

Semi-espacio eldstico homogéneo Suelo estratificaco
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5.6. Métodos del elemento de borde (BEM) y de elementos finitos de
bordes escalados (SBFEM).

Otra opciodn es € método de elemento finito de limite escalado (SBFEM) para un semi-espacio
eléstico en el dominio de la frecuencia o del tiempo. Para este método se dispone del Software
ASE / DY NA (2010).

oo

T

SBFEM para un semi-espacio homogeneo
Fuente: Horst Werlde and Jadranko Volarevic

Una sintesis del método (SBFEM), puede consultarse en el Course 2.092 / 2.093 Fall Semester
2015, Massachusetts Ingtitute of Technology M.1.T., Cambridge USA, impartido por € Dr.
Sassan Mohasseb, en donde se hace |la comparacion de los métodos de elemento finito (FEM),
del método de elementos de borde (BEM) y del método de elementos finitos de bordes escalados
(SBFEM). Este es un nuevo método desarrollado en los dltimos afios. Wolf (2003). [55]

No se requieren soluciones fundamentales. Matrices simétricas, matrices dispersas y de bandas.

Convergencia al aumentar €l niUmero de elementos.
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Discretizacion espacial para el (FEM)
5.6 Método del elemento de frontera (BEM):

Reduccion de la dimension espacial en uno. Reduccion de la preparacion de datos y esfuerzos

computacionales.

e - &

Discretizacion espacial para el (BEM)
3.14 Método del elemento finito del borde escalado (SBFEM):

Este método combina las ventgjas del FEM y del BEM vy reduce las ecuaciones diferenciales

parciales, en ecuaciones diferenciales ordinarias. La solucion analitica es en direccion radial.



228

Medios thmitados

El método (SBFEM), puede aplicarse para bordes limitados o ilimitados, tanto para problemas
estaticos como dindmicos en 2D y 3D. Permite soluciones en € dominio del tiempo y de la

frecuencia, mediante soluciones desarrolladas por Wolf y Song.

Para explicar la concepcion del método del elemento finito de limite escalado, en términos
general se considera un elemento tridimensional con una seccién mostrada en la figura. El
Ilamado centro de escalado O se elige preferentemente una zona en la que el limite total debe ser
visible. Esto siempre se puede lograr subdividiendo € dominio total en subdominios que se
pueden considerar como superelementos. Esto siempre se puede lograr subdividiendo € dominio
total en subdominios que se pueden considerar como superelementos. Como gemplo, e dominio
se subdivide en dos superel ementos, cada uno con su propio centro de escala. El superelemento
no tiene que ser convexo. Esto crea un limite adicional comin a ambos superelementos que se
discretiza and ogamente a resto del limite. Para un medio limite, el centro de escalamiento, en
general, se ubicara dentro del dominio. Solo € limite se discretiza con elementos finitos de
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superficie doblemente curvados con cualquier disposicion de nodos. Este elemento finito de
superficie también podria llamarse elemento finito limite escalado o elemento limite escal ado.

Mbodelado cel medio imite con seccion de elementos finitos
Centro de escala: a) dentro del dominio, b} en el limite.
Wolf v Song 20C0.
Conectando € borde del elemento finito de la superficie por lineas rectas a centro de laescala O,

se forma la cara lateral A°que corresponde a cualquieradelash = +1 0 z = +1. La cara lateral

A° y lasuperficie s® definen una piramide con el vértice en O y con volumen V.
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Transformacion de limite sscalado de 1z geometria del
elemento finito ce la supetficie que forma la piramide.
Wolf v Sonz 2000.
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5.7. Calculo de impedancias mediante analisis (SFSI) “Soil-Foundation-
Structure-Interaction.”

Es ampliamente reconocido que los efectos de interaccion suelo-fundacion-estructura (SFSI)
puede ser un factor importante en la respuesta sismica de estructuras para cimentaciones de
maguinas vibratorias construidas sobre suelos blandos y deformables. Sin embargo, los dificiles
procedimientos numéricos implicados en los estudios (SFSI) y una falta general de comprension
de los model os constitutivos de |os suelos son |os principal es obstéacul os parallevar a cabo dichos
andisis, tanto para cimientos superficiales como profundos. Aqui se aborda un método
simplificado para €l andisis (SFSI) que puede reducir considerablemente |os esfuerzos de célculo
y disefio, en la determinacion de los coeficientes impedancia, idealizando las tres propiedades
mecanicas de un continuo mediante un resorte y un amortiguador discreto. Mediante esta
idealizacién, el comportamiento del suelo se puede incorporar en un andlisis sin elementos finitos

continuos.

La filosofia central del disefio dinamico de cimentaciones, es transmitir las cargas al suelo a
través del proceso interactivo suelo- cimentacion. Aungue la eleccion y adecuacion de un sistema
de cimentacion se rige por la deformacion del suelo bajo tales cargas, a menudo se supone que
dicha deformacion es lo suficientemente pequefia como para producir cualquier efecto
reconocible sobre la respuesta de una estructura. Esta suposicion es valida cuando las estructuras
se construyen sobre suelos rigidos y @ movimiento de las cimentaciones es de orden
insignificante. Pero cuando las estructuras se construyen sobre suelos blandos, e movimiento de
las cimentaciones puede tener un efecto profundo en la respuesta de las estructuras,
particularmente durante los terremotos. Las condiciones suaves del suelo no solo causan un
cambio en €l periodo de vibracién natural hacia € extremo flexible del espectro y reducen €
efecto de amortiguacion de la radiacion, sino que grandes deformaciones pueden producir niveles

inaceptabl es de asentamientos totales y diferenciales.

En la dinamica estructural, e concepto subyacente es que cada componente tiene tres
propiedades mecanicas. masa, rigidez y amortiguacion, que respectivamente dan lugar a fuerzas
de inercia, restauracion y amortiguacion. El andlisis SFSI se puede ver ssmplemente como un
andlisis estructural extendido donde las tres propiedades mecanicas del suelo se incorporan en
forma de elementos estructurales equivalentes. Dado que & suelo es un continuo, una eleccion
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intuitiva para idealizar el suelo serd un elemento finito continuo, en cuyo caso, |las propiedades
mecanicas se incorporan implicitamente a través de la formulacion de elementos finitos. Sin
embargo, las propiedades mecanicas también se pueden incorporar mediante resortes uniaxiales
discretos mucho mas simples y amortiguadores con masa agrupada. Aunque € modelado de
elementos finitos permite una representacion mas precisa del comportamiento fisico, a menudo
resulta practicamente inviable. Por € contrario, este Ultimo enfoque ofrece facilidad y
flexibilidad computacional y, por o tanto, a menudo se adopta en andisis y disefio de ingenieria

convencionales.

El primer paso en e (SFSI) simplificado es idedlizar las tres propiedades mecanicas de un
continuo mediante un resorte discreto y un amortiguador, denominados como laimpedancia.
Cimentacion rigida sin masa
con bordes restringidos.
_ it
P(t)=PRe

Elemento de suelo
elastico e isotropico

# ﬂ:[K+?ax?}

[SHOHONS®
f
=
(i |

Modelo de elemento finito Modelo de parametros concentrados
Modelo de elemento finito v disccreto
para obtener funciones de impedancia.
Fuente: 8. Das. B. A Bradley & M. Cubrinovsld 2013

Usando impedancias, e comportamiento del suelo se puede incorporar en un andisis sin
elementos finitos continuos. Las férmulas para impedancias estén disponibles en la literatura
(Gazetas, 1991; Wolf y Deeks, 2004) para diversas formas de cimientos, empotramientos,
perfiles de suelo y profundidad de la frontera del suelo, que cubren casi todos los ambitos
practicos de interés. Cuando un problema particular no encaja en esos casos, Se reguiere un
procedimiento numérico para derivar laimpedancia como se describe a continuacion.
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Consideremos una placa rigida sin masa gque cubre un volumen discreto delimitado de suelo

elstico e isotropo de un semi-espacio espacio elastico. La placa esta sujeta a una carga armonica
transversal P(t) = F%)eth de frecuencia W. La placa es lo suficientemente rigida para no sufrir

ninguna deformacion por flexion con iguales desplazamientos en los nudos localizados debajo de
lamisma. Paramodelar el suelo con extensiones laterales y verticales semi infinitas, 10s apoyos o
las condiciones de contorno se asignan a una distancia suficiente de la placa para que su
desplazamiento no se vea afectado significativamente. La ecuacién de movimiento que rige viene

dada por la ecuacion [m]{x}+[c]{x} +[k]{x} = {p} €™ (5.26). El vector {p} es el consistente

vector de carga nodal obtenido de un esfuerzo uniforme S = Fb/ A donde A es el éeade la

placa. La consideracion del estado de esfuerzo uniforme se justifica por larigidez dela placa.

La solucion de la ecuacion para el estado estacionario es {x} ={a} e cuya primeray segunda

derivada permiten reescribir la ecuacion de equilibrio en laforma [K]{a} ={p}
Donde
[K]=[K]-W?[m]+iW[c] (5.27)

La Ec (5.27) es conocida como matriz de impedancia. La amplitud {a} es de naturaleza
complgia. Si la amplitud en el centro de la placa se puede expresar como &, =GR+iG| siendo
GR y G| los coeficientes reales e imaginarios, entonces se puede definir una impedancia escalar

como Pola0 =k +iWC donde k esla rigidez de un resorte discreto, y T es e coeficiente de

amortiguamiento viscoso de un amortiguador discreto. El resorte y € amortiguador también se

denominan col ectivamente como parametros agrupados

Por lo tanto, siguiendo e procedimiento anterior, las propiedades dindmicas de un medio
continuo se condensan en dos propiedades cuasi cinematicas. Ambas k y C dependen del
tamafo y la forma de la placa, |as propiedades del suelo y la frecuencia de excitacion W . Para el

analisis numérico, la solucion de la ecuacion de equilibrio puede considerarse como una
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arménica P(t)=PR)snWt, la que es de la forma X=a,Sin(Wt—j )siendoGg =g,008) y

G ~sinj

La tabla mostrada a continuacién, tomada de Gazetas (1991) para modos de vibracion vertical,

horizontal y oscilante, proporciona un conjunto de formulas para obtener impedancias de una

cimentacion cuadrada en un semi-espacio homogéneo, El parametro adimensional V_VB/VS

controlalas funciones que son los factores de modificacion dinamica de |os términos respectivos;
la respuesta dinamica aumenta con este parametro, ya que € valor cero es equivaente a
comportamiento estético y la solucion de la ecuacion de equilibrio es simple. Una vez que las
impedancias se obtienen de forma numeérica o de las soluciones analiticas disponibles, el andlisis

interactivo suel o-cimentacion se simplifica enormemente para | os prop0sitos practicos.

34
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6. RESPUESTA DE SISTEMAS SDOF A FUERZAS ARMONICAS.

6.1. Introduccion.

Cuando un sistema dinamico esta sujeto a un régimen de forzamiento armonico simple con

frecuencia de forzado w, inicialmente responden con la combinacion de una respuesta transitoria
con frecuencia W, y una respuesta de estado estacionario con una frecuencia w. La respuesta del

estado transitorio decae con € tiempo, prevaleciendo la respuesta de estado estacionario, cuya

frecuencia w es igual a la frecuencia de la fuente externa de perturbacién armonica.

En términos genéricos, el equilibrio dinamico del sistema SDOF masa-resorte-amortiguador, se

expresamediante la Ec. (6.1)

mi(t)+cx(t)+kx(t)=f(t)  (6.2)

Examinaremos tres posibles maneras de aplicar e forzado:

6.2. Forzado aplicando directamente la fuente de excitacion a la masa.

Si la excitacion es una fuerza aplicada a la masa del sistema como se muestra en la figura, €l
resultado se puede expresar en términos de (@) la amplitud del movimiento resultante de la masa
o (b) lafraccion de la amplitud de la fuerza aplicada que se transmite a traves del sistema para el
soporte. El primero se denomina la respuesta dedl movimiento y e Ultimo se denomina
transmisibilidad de la fuerza. Estos casos son muy frecuentes en la préactica de la ingenieria
estructural, en instalaciones civiles e industriales, en las que algunas maquinarias y equipos

transmiten vibraciones directamente a las edificaciones 0 alos soportes.



237

La ecuacion diferencia (6.1) rige e movimiento de un sistema con un grado de libertad con
amortiguamiento viscoso, cuando la fuerza de excitacion arménica f (t)= FoSnwt es aplicada

directamente ala masa.

mi(t)+cx(t)+kx(t)=Fysnwt  (6.1d)

m |—=f(t)

k
LS
LS
i V'V
i
|
e

A e L

Si € sistema SDOF se fuerza dinamicamente con una funcién de forzado sinusoidal, FO coswt o

bien FOSinWt donde w es la frecuencia del forzamiento en radianes por segundo. Si FOCOSWt es

persistente, luego de varios ciclos € sistema respondera solo a la frecuencia del forzamiento

externo w.

Se puede describir una oscilacién, X(t)con amplitud X y frecuencia w mediante funciones

sinusoidales. Estas funciones sinusoidales pueden ser escritas en términos equivaentes de
exponenciales complgias e*™!con coeficientes complejos X = A+iB y su conjugado

X* = A—iB Ademés, larelacién b/ a proporciona una ecuacion para el desfase 6.

tang =b/a (6.2

Admitiendo que larespuesta del estado estacionario es descrita por lafuncién (6.3)

X(t) = X cos(wt + ) = acoswt + bsinwt = Xe"t + X *g Wt (6.3)
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Entonces X(t) =w(-asinwt +bcoswt) (6.4)

Y X(t) =W2(—aCOSWt—bSi nwt) (6.5)
Sustituyendo estas tres ecuaciones en la Ec. (3.1) se obtiene:
mw? (—acoswt —bsinwt )+ ow (~asinwt + bcoswt) + k (acoswt + bsinwt) = Fy coswt  (6.6)

Igualando los términos de senos y cosenos, se obtiene un conjunto de dos ecuaciones para las dos

constantes desconocidas ay b.

(—mN2a+ owb + ka) coswt = FO coswt

(6.7)
(—nw2b+ owa+ kb)sinwt =0

2
K—mw ow al_ Fo 68)
—aw  k-nmw?|[b] [0
Cuya solucion es:

a(w)= F (6.9)

b(w)= Fy (6.10)
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Con estos resultados, las Ecs. (6.2) y (6.3) pueden escribirse de la siguiente manera:

x(t)=a(w)coswt +b(w)sinwt = X (w)cos[wt+q (w)] (6.11)

tang (w) = — =— > (6.12)

Se observa que P <q(w)<0 para todos los valores positivos de w, lo que significa que la
respuesta de desplazamiento X(t) siempre retarda el forzamiento externo FO coswt Larelacion de

laamplitud de respuesta X (W) alaamplitud de forzamiento Fyes

La Ec. (6.13) muestra como la amplitud de respuesta X depende de la amplitud FO y de la

frecuenciadel forzamiento w, y tiene unidades de

Derivando esta expresion y usando notacion exponencia compleja las ecuaciones del

movimiento son:

() + cx(t) + kx(t) = Fy coswt = F (w)e™ + F* (w)e™  (6.14)
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En una solucion de la forma, x(t)= X (w)e™ +X*(w)e™ X (w) corresponde a los

exponentes positivos (frecuencias positivas) y X*(W)corresponde a exponentes negativos

(frecuencias negativas). Los coeficientes del exponente positivo y los coeficientes del exponente

negativo son independientes y pueden encontrarse por separado. Considerando la solucion del
exponente positivo, el forzamiento se expresacomo F (W)COSWt y lasolucion parcial X(W)eth

. Sustituyendo estos valores en la Ec. (4.14) del movimiento forzado, se obtiene:
(WP cw+k) X (w) ™ = F (w)coswt  (6.15)

A partir de la ecuacion (6.15) se puede escribir:

Que es de valor complejo. Esta funcion complejatiene una magnitud:

La ecuacion (6.17) eslamisma Ec. (13) pero derivada usando 't
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La Ec. (6.16) se puede escribir en términos de las variables dindmicas frecuencia natura W, y

porcentaje de amortiguamiento critico {. Dividiendo e numerador y € denominador de la Ec.

(6.13) por k, y teniendo en cuentaque F / k es un desplazamiento estético X¢se obtiene:

X (w) _ 1/k (6.18)
2

e )

X () = F(w)/k (6.19)

X(Q) _ 1
% \/(1—92)2+i (220)°

(6.21)

Donde Q es la relacion de la frecuencia del forzado a la frecuencia natural Q=W/Wn. Esta

ecuacion se [lama factor de amplificacion dinamica (DAF). Es el factor por €l cual |as respuestas

de desplazamiento se amplifican debido a que el forzamiento externo es dinamico y no estatico.

En resumen, la respuesta de estado estacionario de un oscilador simple directamente excitado por

unafuerza arménica, f (t) = F0 coswt se puede expresar en laformade laEc. (4.3)
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F /k
X(t)= 0 cos(wt +q )

\/(1—92)2 +i(220) (6.22)
220
1-0?

tang = —

O bien por su equivalente:

x(t)= Fo/k . [(1— Qz)coswt +(22Q)sinwt} (6.23)

\/(1—92)2 +i(22Q)

frequency response: FloX

T T T =

b {=0.05

| X1 Xy
(=]

=]

A
tn

phase, degrees
&

-135

-180 4 s I + 1
] 05 1 1.5 2 25 3

frequency ratio. O = o /o,

Fig (6.1) The dynamic amplification factor for external foreing, X/z,, equation (6.20)
Tomado de: Herri P. Gavin: Vibrations of Single Degree of Freedom Svstems. Fall 2016
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6.3. Forzado inercial debido al movimiento del terreno.

Existen casos en donde la cimentacion de la estructura por efecto de movimientos sismicos,
explosiones, o vibraciones de maquinarias, esta sujeta a movimientos del terreno que varian con
el tiempo, los que inducen en la estructura fuerzas de naturaleza inercial. Para tales casos, 10s
movimientos del suelo deben ser considerados en € andlisis de la respuesta dindmica. Si la
excitacion es un movimiento de la base, la respuesta resultante generalmente es expresada en
términos de la amplitud del movimiento de la masa relativa a la amplitud del movimiento de la

base. Esto se denomina transmision de movimiento para el sistema.

Lafuerzainercia inducida para el caso de movimiento sismico, de acuerdo con la segundaley de

Newton, es e producto de la masa de la estructura m por la aceleracion del terreno Z(t):

F(t)=-me(t)

man

m

k
myye
=
B2

z(1) x(1)

|

%

S
L

m[ X(t)+ 2(t)]+cx(t)+kx(t)=0  (6.24)

mi(t)+ex(t)+kx(t)=-mz(t)  (6.25)

K(t)+ 22w x(t) +w2x(t) = —2(t)  (6.26)
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Se observa que la Ec. (6.26) es independiente de la masa. Sistemas con diferentes masas pero

con la misma frecuencia natura W, y relacion de amortiguacion V tienen e mismo

comportamiento y responden exactamente de la misma manera al mismo movimiento del soporte.

Si los desplazamientos del suelo son sinusoidales Z(t)=Zcoswt, entonces la aceleracion del

suelo es Z(t):—szcoswt, y f(t)=mZW2COSWt. Utilizando la formulacion exponencia

complgja, podemos encontrar la respuesta de estado estacionario como una funcion de la

frecuencia w del movimiento del suelo.

mx(t)+cx(t)+kx(t) = mZw? coswt = mZ (w)wzeth +mz* (W)er_th (6.27)

La respuesta de estado estacionario se puede expresar como la suma independiente de las
exponenciales complejas  x(t)= X(W)eth + X*(w)e_th Las partes positiva y negativa del

exponencia son independientes y pueden analizarse por separado.

Para una excitacion persistente e ignorando la respuesta del estado transitorio, la respuesta para

el exponencia positivo del estado estacionario serd armoénica. Considerando la parte de
exponencia positivo del forzamiento mZ(W)W2eth la respuesta de estado estacionario tendrala

forma xe'!. Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion diferencia (4.27), la funcion de

respuesta de frecuenciaes:

X (w) mw2 ~ 0?2
Z(W)_(k—mN2)+i(cw)_(1—Q2)+i(22§2) (629

Donde Q=W/W, y
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(6.29)

frequancy response: Z to X

10 F F T T —
E_ -
~ 6 -
=- gl 1
a L e

o 1.0 | i
o 1.5 2 2.5 3

180 l i - | - - -y
o 0.5 1 1.5 2 25 3

frequency ratio, £2 = w / o,

Fig (6.2): The dynamic amplification factor for base-excitation, X /Z, equation (6.28)

Tomado de: Henni P. Gavin: Vibrations of Single Degree of Freedom Systems. Fall 2016

Finalmente, consideremos e movimiento de la masa con respecto a un punto. Esto se llama
movimiento total y es la suma del movimiento de la base méas & movimiento relativo a la base

z(t)+x(t).

x+z X . (19°)+i(29)+9%  14(220)
7~z (1-02)+i(220) _(1—Qz)+i(22£2) (630
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La funcion expresada mediante la Ec. (6.30) se denomina relacion de transmisibilidad, Tr (Q,V)

y determinalarelacion entre la amplitud de respuestatotal X + Z y € movimiento delabase Z

2
X+7Z 1+(2VQ2
X+2|_ ) =Tr(Q,z) (6.31)
|z | 22 . ()2
(1—Q ) +i(22Q2)
transmissibility: £ 1o (X+Z)
10 F — , — ==|'_'|-|'_]-b e = T- = =
N
=
=
0
w .45
8
a =135 -
‘mﬂn DTE "I 175 EI 215 3

frequency ratio, £2 = o f

Fig (6.3): The transmissibility ratio |(X + Z)/Z| = Tx(12, (), equation (6.30)
Tomado de: Henri P. Gavin: Vibrations of Single Degree of Freedom Systems. Fall 2016.

Para sistemas que tienen un periodo natural mas largo que & periodo del movimiento del soporte,
(Q = /2) larelacién de transmisibilidad es menor que 1, especia mente para valores bgjos de la
amortiguacion (. En tales sistemas el movimiento de la masa es menor que el movimiento de los

soportes y se dice que la masa esta aislada del movimiento de |os soportes.
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6.4. Forzado debido a una masa excéntrica giratoria.

Otro tipo de forzamiento sinusoidal que es importante para la vibracion inducida por las
maguinas se origina en la rotacion de una masa excéntrica. Considérese el sistema mostrado en la

figura en e que una masamm est4 unida a la masa primaria m a través de un enlace rigido de

longitud r y gira a una velocidad angular w. Para el andlisis de este sistema simple de un grado de
libertad, e movimiento de la masa primaria se ve obligado a permanecer junto ala coordenada x

y €l forzamiento de interés es el componente x de la fuerza centrifuga reactiva. Este componente

es mmrw? cos(wt) donde W es el angulo en sentido anti horario desde la coordenada x.

k
o m
;f” r w.ll l’L
% [ |
j/ m
pl=n
’ i

La ecuacion del movimiento para esta fuerza es:

mx(t)+cx(t)+kx(t)= mmrw? cos(wt) (6.32)

Esta expresion es simplemente analoga a la ecuacion (4.14) en laque Fy = mmrw? Con algunas

sustituciones, se encuentra que la funcion de respuesta de frecuencia es analoga ala Ec. (6.28):
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2
X me (6.33)

o (1-07)+i(29)

El gréfico de la funcidn de respuesta de frecuencia de la Ec. (6.33) es proporcional a la funcion

trazada para la Ec. (6.28). La magnitud de la fuerza dinamica transmitida entre una maguina
soportada en resortes amortiguados y la base ‘ fT‘ es la suma de las fuerzas en los resortes y en

los amortiguadores. La relaciéon de la fuerza transmitida a la fuerza generada por la masa

excentrica, mmw? es larelacion de transmisibilidad (6.30).

7]

mmrw2

=Q%Tr(Qz)  (6.34)

Debe considerarse, que e denominador MNTW? aumenta con \I\/2 y la amplitud de la fuerza
transmitida aumenta con mw 2Tr (Q,z ) Multiplicando ambos lados de la ecuacién (6.34) por

O 2 obtenemos larelacion de transmision.

[fT]

2
mmrw,

=Q°Tr(Q,z)  (6.35)
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transmission: HE:Z to (X+Z}))

10 F

0° | (X+2) /1 Z |

0 0.5 1 1.5 2 25 3

phase, degrees
©
=

-135

| {=0.05 -
-180 | i i | i
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

frequency ratio, & = @ / @,

Fig (6.4): The transmission ratio (2> Tr(£2, (), equation (6.35)
Tomado de: Henri P. Gavin: Vibrations of Single Degree of Freedom aystems. Fall 2016

A diferenciade larelacion de transmisibilidad, que se acerca asintoticamente a0 al incrementarse
Q, la fuerza vibratoria transmitida desde una excitacion de masa excéntrica es 0 cuando Q = 0
pero aumenta con Q para Q = /2 El efecto de este aumento es significativo para { > 0.2, como

se muestra en e gréfico (4.4) de la ecuacion (6.35). Para relaciones de ata frecuencia
(Wn<W/2) y bajas relaciones de amortiguamiento ({ < 0.2), la fuerza transmitida por la
magquinaria giratoriaa piso (| fT |) es menos de la mitad de la fuerza generado por la maguinaria
(mm“wz) Ademas, para { = 0.2, el valor de la fuerza transmitida es bruscamente independiente

de lafrecuencia de forzamiento.
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6.5. Efecto resonante.

La forma mas simple de describir la resonancia es la amplificacion de la vibracion. La vibracion
que se amplifica podria provenir de varias fuentes: desequilibrio, desalineacion, o cualquier
fuente de vibracién gque pueda causar resonancia. Toda estructura mecanica resuena a multiples
frecuencias S se excita en sus frecuencias naturales. Toda la maguinaria giratoria y su estructura
de soporte tienen estas frecuencias naturales. En un mundo ideal, |as frecuencias naturales de la
maguina y su estructura de soporte no serian las mismas que las frecuencias generadas por la
maguina. Pero ese no es € caso. Puede pensarse que es poco probable que la vibracién de la
maquina coincida exactamente con estas frecuencias naturales. No es necesario que coincidan

exactamente; solo necesitan estar dentro de aproximadamente el 20 por ciento.

Si la fuente de vibracién es baja en amplitud, la vibracion amplificada resultante no sera tan alta
como s la vibracién de la fuente fuera mayor, y hara menos dafio. Cuanto més cerca esté la
frecuencia de la vibracion de la fuente a la frecuencia natural real, la amplificacion sera de nuevo

mas alta. Estos dos hechos son las claves paralidiar con laresonancia.

Las condiciones locales del suelo juegan un papel importante en €l desarrollo de las vibraciones
del terreno transmitidas por cimentaciones de maquinas vibratorias. Las respuestas dinamicas de
un determinado perfil de suelo afectan predominantemente a las frecuencias naturales de las
vibraciones de la cimentacion. Por ello es necesario estimar la frecuencia natural de vibraciones
verticales amortiguadas de cimentaciones que se construirdn en un sitio especifico para maguinas
sujetas a cargas dindmicas y establecer la relacion entre las frecuencias de la cimentacion y las
frecuencias naturales de los perfiles del suelo en los sitios de construccion. Las condiciones del
suelo en un sitio son determinantes para la transmision ondulatoria de excitaciones debidas a

maquinas apoyadas sobre fundaciones que inducen vibraciones.

En muchas méaquinas, especialmente en las grandes, las condiciones del suelo y la cimentacion
son fundamentales para determinar un comportamiento dindmico exitoso. Es bien sabido que las
frecuencias naturales de una fundacidn son parametros dominantes en el disefio y especificacion
de cimientos para maguinaria sujetas a cargas dindmicas. El conocimiento de los valores

confiables de las frecuencias naturales permite calculos més precisos para determinar las



251

amplitudes de vibracién, y habilita a los ingenieros para evitar las condiciones de resonancia
debidas a vibraciones de la cimentacion. La frecuencia natural de las cimentaciones se puede
calcular en base de las caracteristicas dinamicas de masa, rigidez y amortiguacion del sistema
suelo-cimiento. Sobre la naturaleza de estas caracteristicas no existe una opinion generalizada,
sin embargo, han sido redizados muchos enfoques tedricos y experimentales para la
determinacion de las caracteristicas del sistema suelo -cimiento, como los debidos a Barkan
(1962), Richart et a. (1970) y Gazetas (1994), pero la aplicacion de los diversos métodos a

menudo no conducen a resultados consi stentes.

Los métodos se basan en la relacion entre las mediciones de las frecuencias naturaes de
vibraciéon de la cimentacion y las frecuencias naturales del perfil del suelo en los sitios de

construccion. [66]

El sistema suelo-cimentacion de las maguinas consiste en dos componentes. la cimentacion
instalada en e suelo y el medio del suelo através del cual las ondas se propagan desde una fuente
de perturbacion dinamica. El perfil del suelo en € sitio, afecta considerablemente el régimen
vibratorio de las cimentaciones de las méquinas. Por lo tanto, la mayoria de los métodos
analiticos actualmente utilizados en la evaluacion de las vibraciones de las cimentaciones
requieren de resultados de pruebas dinamicas del suelo in situ y / o de laboratorio. Existen
diferentes técnicas para la evaluacion de las propiedades y € comportamiento dinamico del suelo

mediante ensayes de |aboratorio y pruebas de campo. Sayes, Woods y Stokoe (1985).

Hasta hace poco, solo se ha dedicado un estudio limitado a comportamiento del suelo bajo
influencias dindmicas. Los sismélogos y los geofisicos se preocupan principalmente por los
movimientos del terreno relativamente algjado de la fuente de perturbacién; para estudiar las
vibraciones debidas a perturbaciones inducidas por maquinarias vibratorias, es necesario conocer
el comportamiento del suelo en la fuente. De 1928 a 1939 |a Degebo: Deutsche Gesellschaft fir
Bodenmechanik (Sociedad Alemana de Mecanica de Suelos) y la Universidad de Gottingen en
Alemania, usando osciladores controlados, examinaron ampliamente la frecuencia natura de
vibraciéon peculiar de los sitios correspondientes a diversos tipos de suelo; muchos de sus
resultados han sido comprobados desde entonces mediante |os estudios realizados por Andrews 'y
Crockett (1945) que descubrieron de forma independiente los mismos fendbmenos, a través de la

resonancia entre maquinas industriales y €l terreno adyacente.
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Mediante los trabajos realizados por la Sociedad Alemana de Mecanica de Suelos (Degebo)
(1936), Lamb (1904), Leet (1946), Rayleigh (1885), Sezawa y Kanai (1937) ha sido tratado €
tema de las auto-frecuencias del suelo; determinandose que éstas son funcion de las propiedades
fisicas del material, y del espesor de los estratos inmediatamente adyacentes al lugar de la
perturbacion. El valor soporte del suelo es también directamente relacionado con la frecuencia
natural .

Los estudios de las vibraciones del suelo inducidas por un vibrador instalado en e suelo,
revelaron que las vibraciones del suelo tenian varios maximos ademas del maximo maximorum,
correspondiente a maximo en la curva de resonancia de la fuente de la onda, debidas a las
vibraciones forzadas, Kijhler (1932) y Barkan (1962). Estos maximos adicionales se explicaron
por los fendmenos de interferencia de ondas y coincidencias de la frecuencia natural de las

vibraciones del estrato de suelo y lafrecuencia de |as ondas que se propagan.

El periodo fundamental del perfil del suelo se usa para resolver problemas geotécnicos de
vibraciéon. Observaciones y estudios han indicado que las vibraciones de las cimentaciones
inducidas por maguinas, pueden ser aumentadas a frecuencias operativas por debgo de la
frecuencia natura del perfil del suelo, Singh y Nagral (1993). Ademés, se establecio que e dafio
excesivo debido a los terremotos ocurre cuando la frecuencia fundamental del perfil del suelo es
cercana al delas estructuras, Dobry et al. (1976) y Roesset (1977).

Para los efectos del andlisis, € sistema maguina-cimentacion-suelo, esta representado por un
modelo matematico con el objetivo basico de que & mismo sea compatible con € prototipo. Para
cada representacidn matemética, se hacen diversas suposiciones y aproximaciones. La extension
de la complgjidad introducida en e modelo matemético influye directamente en la fiabilidad de
los resultados. En adicion, las simplificaciones y aproximaciones también se introducen para
cumplir con las limitaciones de las herramientas analiticas. En otras palabras, |a representacion
matematica no solo depende de los parametros de la méaquina, la cimentacion, y e suelo, sino

también de los recursos disponibles para el andlisis. [67]

El disefiador de cimentaciones para cargas dinamicas, debe entender claramente que las
suposiciones, aproximaciones y simplificaciones hechas durante e modelado tienen influenciaen
la respuesta. Es este aspecto € que hace del modelado y el andlisis una parte muy importante del

disefio.



253

El esquemadelaFig (6.5), ilustrael proceso de pruebay error que debe seguirse en el proceso de
disefio de las cimentaciones para garantizar que las relaciones entre la frecuencia de excitacion y

|as frecuencias naturales no caigan en rango de resonancia: 0.5>Wg /Wy, >-15

Dynamic
Loads

o ore

Fig (6.5): Schematic diagram of a machine-foundations system subjected to dynamic loads
Tomado de K G Bhatia: Foundations for industrial machines and earthquakes effects.

El principal objetivo propuesto en € disefio dindmico de una cimentacion, es cumplir con los
estados limite de servicio y de fala para las deformaciones y vibraciones del conjunto méaquina-
cimentacion-suelo, de modo que se garantice la estabilidad, la reserva funcional de resistencia 'y
el buen desempefio operativo para las solicitaciones dinamicas a las que estara sujeta la

cimentacién durante su vida Util .
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Para lograr estos objetivos debe prestarse particular atencidn a los efectos resonantes, los que
ocurren cuando |a frecuencia de la fuerza de excitacion en una vibracién forzada de un cuerpo o
un sistema, es igual a una de las frecuencias naturales del cuerpo o del sistema, generandose
grandes amplitudes del movimiento. La prevision de los efectos resonantes, es uno de los
requisitos basicos del disefio de la cimentacion de las méguinas para garantizar que las
condiciones de operacion estén fuera de este estado critico. El problema ha sido abordado de
varias maneras, evaluandose los resultados de las curvas de amplitud-frecuencia, obtenidas con
osciladores experimentales. Se ha demostrado que las relaciones empiricas entre la frecuencia de
resonanciay el area de cimentacion son consistentes con un andlisis basado en la propagacion de

ondas superficiales en un medio eléstico. [68]

2.0 2 SE
Valores maxmos _: ;
|I'_1_
DAF .= | =
N1 = M max 1g
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_ L, 1+80° g

ﬂ - |=
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Funcion de Amplificacion ( DAF )

Fig (6.6). Funcion de amplificacion versus relaciones de frecuencias 77 = £2/ @,
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El valor particular de la frecuencia de la fuerza de excitacién que produce condiciones resonantes
se denomina frecuencia de resonancia para ese modo especifico de vibracion. Dado que la
resonancia produce grandes amplitudes, tiene implicaciones peligrosas para cualquier estructura,
maguina o sistema, causando severas fallas. Por |o tanto uno de los esfuerzos importantes de un
ingeniero que se ocupa del disefio dindmico de fundaciones de maquinas, es evitar las

condiciones resonantes.

En este sentido deberén considerarse el control de las amplitudes de vibracion debidas a las
acciones dindmicas propias del funcionamiento de la maquinaria, evitando que larelacion dela
frecuencia excitadora con la frecuencia natura del sistema maquina-cimiento-suelo, no esté
comprendida en € intervalo del ancho de banda contraindicado, previendo no ocurran las
condiciones de resonancia indeseadas en el disefio y construccion de cualquier sisterma mecanico.
Debido a que generamente las frecuencias de excitacion estdn predeterminadas por los
reguerimientos de carécter funcional del equipo, deberan controlarse las frecuencias naturales del
sistema maguina-cimiento-suelo, para examinar la posible ocurrencia de amplitudes de

resonancia.

Para un rendimiento satisfactorio, las cimentaciones de maguina en régimen dinamico, debe

cumplirse con las siguientes condiciones: [69]

No deberia haber resonancia; es decir, que la frecuencia natural de la maguina y del sistema
cimentacion-suelo no debe coincidir con la frecuencia de funcionamiento de la maquina. De
hecho, una zona de resonancia generalmente es definida y |a frecuencia natural del sistema debe
estar fuera de esta zona. La cimentacion esta bien afinada cuando la frecuencia fundamental es
mayor que lavelocidad de funcionamiento o bajamente afinada cuando la frecuencia fundamental
es menor que la velocidad de funcionamiento. Este concepto de alto o bgo afinamiento de la

cimentacion seilustraen laFig (6.7).

Las amplitudes de movimiento en las frecuencias de operacion no deben exceder e limite de las
amplitudes, gue generamente son especificadas por los fabricantes de maguinas. Si la amplitud
calculada esta dentro de los limites tolerables, pero la frecuencia natural calculada esta cercadela

frecuencia de operacion, es importante evitar esta situacion.
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La frecuencia natural del sistema cimiento-suelo no debe ser un nimero entero mdltiplo de la

frecuencia de funcionamiento de la méquina para evitar laresonancia con € de mayor armonica.

Las vibraciones no deben ser molestas para las personas que trabajan en las proximidades, o que
causan dafios a las otras méaquinas de precision. La naturaleza de las vibraciones que son
perceptibles, molestas o dafiinas, dependen de la frecuencia de las vibraciones y la amplitud del

movimiento.

El guste o afinamiento, es un proceso utilizado para eliminar la amplificacion debido a la

resonancia, consistente en cambiar en un sistema, 0 componente del mismo, la frecuencia natural,

W, de modo que ya no coincida con la frecuencia de una entrada de fuerza especifica. [70]. La

resonancia de los equipos industriales amplificara la respuesta de vibracion, en teoria hasta oo,
dependiendo de las caracteristicas de amortiguacion del sistema. El Factor de amplificacion
sincrona SAF es una medida de cuanta vibracion se amplifica cuando €l sistema pasa a través de
una resonancia. Los sistemas con una amortiguacion efectiva alta tienden a responder con una
baja FAS, y los sistemas con baja amortiguacion efectiva tienen una FAS alta. El Diagrama de
Bode, que se muestra en la Fig. (6.8), indica que los sistemas con una SAF alta (ligeramente
amortiguada) tienen un estrecho rango de resonancia con una amplificacion alta; los sistemas con
bajo SAF (bien amortiguado) tienen un rango relativamente amplio de resonancia con bga
amplificacion. Debera tenerse en cuenta que € rango de resonancia indica la cantidad de gjuste
(cambio en la frecuencia natural del sistema) requerido para eliminar la resonancia. Las
frecuencias resonantes que no son sincrénicas muestran un comportamiento similar, como se
muestra en el diagrama de Bode. Antes de intentar afinar un sistema resonante, la frecuencia
natural (y las caracteristicas de amortiguacion) deben determinarse experimentalmente,

generalmente mediante una prueba de respuesta forzada. Una vez que se evalla la relacion de

frecuencia entre la fuerza de entrada y |a frecuencia natural del sistema, W, se debe tomar una

decision sobre si aumentar o disminuir la frecuencia natural .
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Fig (6.7): Afinamiento de una fundacion
Shashi. K Gulhati. Manoj Datta: Geotechnical Engineenng. McGraw- Hill. Delli 2005

Para un sistema vibratorio simple (SDOF), W, es proporciona a la relacion rigidez / masa. La
- 1 K. . . . :
ecuacion Wp, ;5 - indica que agregar rigidez aumentara la W,, y, por e contrario, agregar

masa reducirala W,

Las frecuencias naturales de una estructura estén relacionadas con su disefio y se ven muy
afectadas por su masay su rigidez. Si sabemos gue tenemos un problema de resonancia, podemos
considerar agregar masa para reducir la frecuencia natural 0 aumentar larigidez para aumentar la
frecuencia natural. El objetivo es cambiar la frecuencia natural para que la maquina ya no la

excite.

Este es un proceso muy sofisticado y hay una serie de problemas que deben considerarse. En

esencia, esto es lo que se trata de hacer: modificar la estructura para que la vibracion generada
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por la maguina ya no se amplifique y perjudique la méquina o la estructura o €l producto que se
esta fabricando, o generar ruido que afecte alos trabajadores 0 hogares ubicados cercala planta.

Dado que aumentar lamasay / o disminuir la rigidez para disminuir la frecuencia natural puede

comprometer la fuerza de una méaquina o su estructura de soporte, agregar rigidez para aumentar

la W, es la aplicacién préactica mas coman para gjustar la afinacion.

Para el proceso de afinamiento es necesario determinar las frecuencias naturales del conjunto
maguina-cimentacion-suelo para los seis modos principales de vibrar, y verificar s alguna de
éstas coincide con aguna de las frecuencias de operacion de la méaquina, en caso haya aguna
coincidencia, se presenta el fendmeno de resonancia caracterizado por producir desplazamientos
excesivos, que pueden dafiar la maquina y causar molestias a los operadores, o dafios a obras
localizadas en €l entorno por 1o que e objetivo del disefio de la cimentacion es evitar que se
presente dicha ocurrencia.

Para e disefio dindmico de maquinaria es recomendable que la relacion de la frecuencia de

excitacion € a la frecuencia natura del conjunto maguina-cimentacion-suelo W, esté

comprendida dentro del intervdo 08>Q/W,>12 para evitar e riesgo de amplitudes

resonantes, a como se muestra en la Fig (3.6). Cumpliendo con este estado limite, no hay efecto
de resonancia, y la cimentacion tendra un desempefio estable. Este es un requisito sustantivo para

el disefio dinamico de cualquier sistema de cimentacion.

La disposicion geométrica de la fundacion también puede verse influenciada por 1os requisitos de
funcionamiento de la méquina. Se acanza la condicion de falla de una cimentacién de méguina
cuando su movimiento excede un valor limite que puede basarse en la aceleracién, velocidad o
amplitud. Richart (1962) definio los criterios de falla en términos de limitacion de las amplitudes
de desplazamiento en una frecuencia dada. Las amplitudes limitantes o permisibles pueden
establecerse a partir de la figura establecida por Blake, 1964, [71] quien también introdujo €l
concepto de factor de servicio.
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El fendbmeno de amplificacién dinamica debido a los efectos resonantes, es de suma importancia
para la ingenieria sismica. Diferentes autores han estudiado la propagacion y amplificacion de
ondas sismicas en estructuras aluviaes (Bard 1995, Bouchon 1973, Chavez-Garcia et al., 2000,
Sanchez-Sesma et a., 2000, Semblat et al., 2000b, 2005). En tales estructuras geoldgicas, €
movimiento ondulatorio puede ser amplificado debido al contraste de velocidad entre las diversas
capas, pero también debido a condiciones de confinamiento de las ondas superficiales. [72]
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Fig (6.8): Grafico de Bode para diferentes factores de amplificacion sincrona (SAF).
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6.6. Amplificacion dindmica del suelo.

La amplificacion dinamica del suelo se debe bésicamente a las diferencias de impedancias,
contrataste de velocidades de las ondas de cuerpo entre los medios en contacto, y ala resonancia
originada en la diferencia de frecuencias del depdsito sedimentario y de la perturbacion
ondulatoria incidente. Los factores verticales y horizontales de amplificacion dinamica de sitios,
basados en € trabajo de Truong (1993, 2009, 2010, 20114, b), se definen como larelacion de la

masa dindmicarocosa (DRM) alamasa dindmica del suelo (DSM), de la siguiente manera:

F :A‘\/GI’rI’ WSSS :ﬁ VGrrr fsss (636)
2wy AGsrs A Gsrs s

F :A"\/G\‘rr Ws :A'VG"rrk (637)
& Wr o AGels  AsGers r |

Donde G = médulo de corte, p = densidad de masa, A = area bagjo vibracion, f = frecuencia, w =
frecuencia circular. Los subindices r y s designan la roca y e suelo respectivamente. Los

subindices z y x indican las direcciones vertical y horizontal es respectivamente. [ 73]

Vv, [1-=
S=——=
A 2(1-n)

(6.38)

Los factores de amplificacion dinamicos verticales y horizontales de sitios, también podrian

definirse como los factores verticales y horizontales de impedancia. Si la frecuencia circular y €
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area de la roca son iguales a los del suelo, las Ecs. (6.36) y (6.37) respectivamente, se

transforman en |as siguientes ecuaciones:

s

Grr s
s

he” VGsr's

(6.39)

VG Iy

F =
AX
Gsrs

(6.40)

La Ec. (6.39) ha sido utilizado por Boore et a. (1997) como € factor de amplificacion (AF) en
direcciéon horizontal. Para muchos sitios de suelos blandos, € factor de amplificacion seria
significativamente mayor que dos, particularmente a frecuencias cercanas a 1Hz. La magnitud de
la amplificacion a aplicar puede determinarse analiticamente para un perfil de suelo especifico o
empiricamente basandose en una velocidad media supuesta de onda de corte en los primeros 30
m (Boore et a., 1994). Por la misma energia del terremoto, e espesor de la capa de suelo que
podria movilizarse es normalmente menor que la de la capa de roca, debido al principio, cuanto

mas fuerte sean |os materiales, mas fuerte son las impedancias dinamicas.

Mardiross (1988) ha definido la relacion horizontal de amortiguacion por radiacion, para

depdsitos de suel o que descansan sobre una formaci én rocosa como:
r
DX = b (6.41)
Gry

Similarmente para amortiguacion vertical:
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D, - &Fs

6.42
Grs

Laresonancia ocurre cuando los valores pico de las ondas coinciden, resultando incrementos para

las amplitudes y una mayor amplitud para el movimiento causado por la propagacién ondul atoria.

La edad del depdsito, el comportamiento ineléstico y la potencia de la columna litologica son

factores determinantes en e comportamiento sismico del suelo.

Los depdsitos Cuaternarios de suel os de edad Holocénica amplifican en mayor grado las sefides
sismicas incidentes, por ello en los estudios de zonificacion sismica se deben describir
detalladamente |as propiedades geotécnicas y dindmicas mas importantes del depésito de suelo
las que dependen de las propiedades fisicas del material. Los estudios de respuestas sismicas
también deben contener los perfiles de variacion de las velocidades de cortante con la
profundidad.

Se ha verificado rigurosamente que € depdsito de suelo transforma & contenido frecuencial de
las ondas incidentes a tal grado que los efectos superficiales para el proyecto sismo resistente de
edificaciones se deben mas al movimiento final del suelo que a sismo originado en la corteza
basal.

El fendbmeno registrado de resonanciatriple se debe en primer término al efecto roca-suelo por las
similitudes existentes entre los movimientos incidentes lgjanos y 1os movimientos predominantes

de depésitos profundos de suel os.

Seguidamente el efecto suelo-suelo originado por las ondas confinadas las cuaes interfieren
causando amplificacion del movimiento y patrones resonantes debido a las diferentes
impedancias del suelo y la roca. Finalmente se registra e efecto resonante suelo-estructura
debido ala coincidencia entre los periodos predominantes de vibracién del suelo y la estructura.

Al respecto debe considerarse que cuando ocurre un sismo varian las condiciones del suelo
pudiendo ocurrir degradacion de la rigidez de la estructura concluyéndose gue no es posible
descartar que ocurra €l fendmeno de resonancia en sitios donde €l periodo predominante del suelo

y de laestructura puede variar durante un siSmo severo.



263

El méaximo factor de amplificacion solo ocurre cuando la frecuencia del estrato de suelo debida a
un terremoto se aproxima a su frecuencia fundamental no amortiguada (Dobry et al., 2000).
Debera tenerse en cuenta que la frecuencia fundamental del suelo es e valor mas bajo de la
frecuencia natural del suelo. Para vibracion de un SDOF, la amplitud del factor de ampliacion

durante la vibracion ha sido definido por Richart et al. (1970) mediante la ecuacion:

DAF (w) = [1—(V‘\’Iv—nj2] +[2b V‘\’Iv—njz (6.43)

La amplificacion dinamica del desplazamiento se define como la relacién de la amplitud

u

resultante de la respuesta ala deflexion estética D (w) =
Us

Idealizando €l estrato de suelo como el oscilador mostrado en lafigura, € cual es excitado por un

movimiento arménico del terreno U (t)aosen(w t)

w1} .'.[ﬂl
A — [—— .r_'- et
W Estrato de suele (2) F
?-- -— _-—\_ — e . e e, . .__--_ :
1 aﬁm‘?lii walaby | e LR T o
j N 1l I.I 3 i a i B ._|'_: :
A m et ' Fol a™» ,f Afloratnento rocoso (1)
. I 1 5 0 IS SO (0 £ g R P S
R R T 3 T ; T o
E'I ug e i)
! 1 Onda sismica incidente

Fig (6.9): Idealizacion del estrato de suelo como un oscilador simple.
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Dado que las ondas sismicas incidentes son irregulares y no sinusoidales, es Util emplear la
transformada de Fourier, descomponiendo la ondairregular en una seria trigonomeétrica compleja

o(w)= 35 | F (e ™ot

La representacion de laintegral de un impulso esta dada por:

ATt —|wt Asenwa
9(w)= g e o= AT

AT serwa_jt
()—a{o W éWdW

LT 14

-a +a

+00 .
La funcion F (w)= | ii(t)e™dt transformada de Fourier permite obtener la amplitud de la

componente arménicade U (t) con frecuenciaangular W,
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Si Uy es el movimiento del terreno por efecto de la perturbacion sismica incidente, entonces la

ecuacion que define el movimiento del estrato, asumiendo que se comportara como un oscilador
eléstico, tiene laformade laEc. (6.1):

mii + Cu+ Gu = - milg (t) (6.44)

La solucion de esta ecuacion es de la siguiente forma:

2

i+ 2bwu+wp“u=-agsen(wt)  (6.45)

Esta solucién contiene la solucion complementaria que decae rapidamente con € tiempo, y la
solucion particular Ec. (6.46), que gobierna las vibraciones en estado estacionario, o vibracion

forzada.
u(t)=gsen(wt)+c,cos(wt)  (6.46)

Al sustituir la Ec. (4.46) en laEc. (4. 45), obtenemos |la siguiente expresion:

2 ,1-05
u(t)=-—9 [1-‘”—2] +(2bﬂj sn(wt-q)  (647)
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Una fuerza estética exterior igua a la fuerza interna provoca deformaciones en e sistema

La relacion de la amplitud resultante de la respuesta a la deflexiéon estética, conduce a la

ecuacion:

La funcién de amplificacion dindmica del estrato de suelo D(W,), es definida como la relacion

entre la amplitud del movimiento de un punto localizado en la superficie libre del estrato,
respecto a la amplitud del desplazamiento del punto correspondiente localizado en la interfase

entre el suelo y laroca.

Tomando en consideracion la Ec. (2.104), y la condicion de que las amplitudes son iguales en la
superficie libre del estrato, como consecuencia directa de las Ecs. (2.97) y (2.98), podemos

escribir lafuncion de amplificacion dinamicadel  siguiente modo:

A=A =1

Po+A uzp(H) WH 4 giWH _cos(wH)\/g

D (wy) = A+AL _uz(0) _ 2 B 1 (6.49)

Laecuacion (3.49), indicaque s p esreal, en ausencia de amortiguamiento interno del suelo 8 =

0,y si: cos( ph) -0



267

Entonces D2 (n) — o, y ocurre el fenémeno de resonancia, lo cual es posible cuando la

frecuencia circular de una onda incidente ws coincide con una de las frecuencias circulares

naturales del estrato superficial wp, s decir:

D (wp) = — (650)

2
L (Ws
wn

La Fig (6.10) contiene las curvas de amplificacion dinamica de un estrato unico de suelo

cimentado sobre roca, paratres valores del porcentge de amortiguamiento b .

Factor de amplifficacion

Fig (6.10): Amplificacion dinamica de un estrato Unico de suelo cimentado sobre roca.

6.7. Aislamiento de vibraciones.

En muchas aplicaciones industriales las méguinas vibrantes transmiten fuerzas ala tierra que a su
vez hacen vibrar las maguinas vecinas y demas instalaciones del entorno. Entonces en ese
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concurso es necesario cuantificar cuanta fuerza se transmite al suelo desde la maguina o desde €
suelo a las méquinas vecinas. Cuando la fuerza armonica sinusoidal F= FOSi NWM se aplica a la

masa de un sistema con un grado de libertad con amortiguamiento viscoso, como e mostrado en

laFig. (6.10), dicho movimiento es descrito mediante la Ec (6.13).

MK+cX+kx=Fysnwt  (6.14)

--I-JI g X
' k
el NN
F=Fﬂsinmr =l /
c
E

Fig (6.11) Sistema SDOF amortignado excitado por vibracion forzada
actuando en la masa.

Segun hemos analizado previamente, la solucion general de esta ecuacion es de la forma

X=X, +Xp en donde X,eslasolucion general de mX+cx+kx=0y X, eslasolucion particular

del estado estacionario de NMK+CX+kx=F,Snwt esdelaforma x=x;sen(wt )
Fuerza el asticarestitutiva: Fy = kx;sin(wt—F)
Fuerza debida a amortiguamiento viscoso: F =0wX, Cos(vvt —f)

Fuerzainercia: F; = —rrwzxo sin(wt—f)
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i
mar X

civ X

Linea de referencia

Fig (6.12): Poligono de fuerzas

Las fuerzas debidas al resorte y al amortiguador viscoso Ft serén transmitidas a terreno:

Fy/k Fy/k
0 0

(22 e )]

Reemplazando la Ec (6.52) en la Ec (6.51) y definiendo e coeficiente de transmisibilidad como

Tz‘FtlFO‘ setiene:
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2b 2
= 1 (WWJ
T=E}= S 5 (653
Wh Wh
c
D b=
onde >

La Ec (6.53) también se puede usar para calcular la respuesta horizontal de una maquina al

desplazamiento vertical.
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Fig (6.13 ) Transmissibility of a viscous-damped system. Force transmissibility
and mofion transmissibility are identical numerically. The fraction of critical damp-
ing is denoted by L

{After Ralph E. Blake: Basic vibration theory. Chapter 2. p 2.15)

R&TLO =
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La Fig. (6.13) muestra la variacion de transmisibilidad con la relacion de frecuenciasW /Wy, para

un sistema SDOF, observandose que la vibracion se aislara cuando e sistema funcione con una

relacion de frecuencia superior a /2 . [74, 75]

Eelacion de frecuencias &/ 9,

Fig (.14} Ploteo de transmisibilidad versus relacion de frecuencias.

Para excitacion debida amasas rotatorias Fy =m ew? el coeficiente de transmisibilidad es:

R|_ (w /Wn)2 \/1+(2bw /Wn)2 659

\/(1—(wlwn)2)2 +(2bw/wn)2
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7. DISENO DE CIMENTACIONES PARA MAQUINAS
VIBRATORIAS.

7.1. Introduccion al disefio de cimentaciones para maquinas
industriales.

La dinamica del sistema de fundaciones para maquinas, es una tarea involucrada en si misma
debido a que es necesario hacer una serie de comprobaciones adicionales que tengan en cuenta €l
carécter dindmico de la carga. Esta es la diferencia principal entre las cimentaciones para
maquinas vibrantes respecto a una cimentacion estética, para las cuales basta cumplir con los
estados limite de fallay de servicio, |0 que requiere conocer las propiedades mecanicas del suelo
de apoyo. Pararedizar € andisis dindmico es necesario contar con informacién que permita
determinar € comportamiento dindmico del suelo. El objetivo principal del disefio dinamico de
una cimentacion es garantizar el cumplimiento de los estados limite de servicio y de falla, parala
amplitud permisible de las deformaciones y vibraciones del conjunto maguina-cimentaci on-suelo,
la que es gobernada por la relativa importancia del equipo dindmico y la sensibilidad de las
estructuras cercanas a la vibracion. La cimentacion deberé contar la reserva funcional necesaria
pararesistir los efectos estéticos y dinamicos a los que estara sujeta durante su vida util. Con la
informacion de la dinamica del suelo, y las cargas de excitacion inducidas por las méaquinas, la
aplicacion de las ecuaciones que para determinar €l estado de esfuerzos y desplazamientos
maximos es relativamente sencilla. Los diversos parametros para € disefio de fundaciones sujetos
a cargas dinamicas, incluyen constante de resorte, factores de enterramiento, frecuencias
naturales y de resonancia, velocidades iniciales de las partes constitutivas de la maguina, calculo
de cargas en la fundacion. Se deberan establecer los limites que deben tener estos parametros,
para que las amplitudes generadas por |as vibraciones no excedan los limites medio ambiental es,
y Se encuentren en un rango seguro para los usuarios, las maguinas y e entorno circundante de

influencia de las perturbaciones.

Cuando las especificaciones del equipo dinamico no contiene las amplitudes permisibles, los
valores de sugeridos por Richard et al (1970), mostrados en la Fig (7.1) podrian ser adoptados
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para disefios preliminares. Barkan ha propuesto los valores para las amplitudes permisibles
mostradosen laT (5.1) recomendados para € buen funcionamiento de |os equipos.

Si adicionalmente a las cargas dinamicas generadas por las maquinas se agregan los efectos de

probables eventos sismicos, €l problema se torna mas complejo

El rendimiento, la seguridad y la estabilidad de las méaguinas dependen en gran medida de su
disefio, fabricacion e interaccion con e medio ambiente. En principio las fundaciones para las
maguinas deben disefiarse de manera que las fuerzas dindmicas generadas, se transmitan al suelo
através dd sistema de cimentacion, de tal manera que se eliminen todo tipo de efectos dafinos
(Barkan, 1962; Bhatia, 1984, 2006, 2008; Mayor, 1980; Prakash y Puri, 1988; Srinivasulu y
Vaidyanathan, 1980). Para los efectos de este trabgo serdn consideradas Unicamente las
cimentaciones para méaquinas de impacto, reciprocantes y rotativas, someras 0 embebidas,

apoyadas directamente sobre el terreno.

En € pasado, se usaron métodos simples de célculo, gue a menudo implican la multiplicacion de
cargas estaticas por un factor dinamico estimado y € resultado se trata como una carga estética
aumentada sin ningun conocimiento del factor de seguridad real. Debido a esta incertidumbre, €l
valor del factor dinamico adoptado generalmente era demasiado alto, aungue la practica mostro
gue durante la operacion las deformaciones dafiinas resultaron dafiinas a pesar de usar tales
factores excesivos. Esto requirio una investigacion cientifica méas profunda de la carga dindmica.
Un estudio més detallado se hizo urgente debido al desarrollo de maquinas de mayor capacidades
(Bhatia, 1984). [76,77]
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Fig ( 7.1): Limites de amplitud del desplazamiento en funcion de la frecuencia.
(Richart, Hall y Woods 1970)

Tipo Amplitudes permisibles (cm)
1. Equipo de baja velocidad (500 rpm) 0.02 0.025
2. Cimentacion para martillos 0.1 0.12
3. Equipo de alta velocidad
a. 3000 rpm
1. Vibraciones Verticales (0.002 0.003
1, Vibraciones Horizontales 0.004 0.005
b. 1500 rpm
1. Vibraciones Verticales (0.004 0.006
1. Vibraciones Horizontales 0.007 0.009

Tabla(7.1):D.D. Barkan: Dynamics of bases and foundations, (1960)
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Las maquinas de mayor calificacion dieron lugar a tensiones considerablemente mas altas, 1o que
plantearia problemas con respecto a rendimiento y la seguridad. Esto requirio del desarrollo en el
campo de las técnicas andliticas de las vibraciones y en parte en la mecanica del suelo. Por lo
tanto, se desarrollaron nuevos procedimientos tedricos para calcular la respuesta dinamica de
fundaciones (Bhatia, 2006). En base a las investigaciones cientificas llevadas a cabo en las
Ultimas décadas, se ha establecido que no es suficiente basar € disefio solo en las cargas
verticales multiplicadas por un factor dinamico, incluso s este factor introduce una carga
dindmica muchas veces mayor que la original. Debe recordarse que € funcionamiento de las
maguinas genera no solo fuerzas verticales, sino también fuerzas que actlan perpendicularmente
al ge; por lo tanto, no es suficiente tener en cuenta Unicamente las cargas verticales y
multiplicarlas por una seleccionada factor dinamico (Bhatia, 2006, 2008). También se ha
encontrado que la idoneidad de las fundaciones de maguinas depende no solo de las fuerzas a las
gue seran sometidas, sino también de su comportamiento cuando se exponen a cargas dinamicas,
las que dependen de lavelocidad de lamaquinay lafrecuencia natural de lafundacién, por 1o que

se debe de redizar un andlisis de vibracion

Cada disefio de fundaciones para maguinas requiere de un andlisis detallado de la vibracion que
proporcione informacion sobre e comportamiento dinamico de la fundacién y sus componentes,
para un rendimiento satisfactorio de la maguina. El conocimiento completo del mecanismo de la
transferencia de carga de la maquina a la cimentacién asi como también e conocimiento
completo de las fuerzas de excitacion y las frecuencias asociadas, son imprescindibles para la
evaluacion correcta del rendimiento de la méquina. Todas las cimentaciones para méquinas,
independientemente del tamarfio y de su tipo, deben considerarse como se tratan |os problemas de
ingenieria y sus disefios deben basarse en solidas précticas de ingenieria estructural. Las cargas
dindmicas de las maguinas que causan vibraciones deben tenerse debidamente en cuenta para

proporcionar una solucion, que sea técnicamente fiable y econdmica.

A pesar de que las herramientas computacional es avanzadas estan disponibles para la evaluacion
de las caracteristicas dinamicas de los sistemas de fundaciones para maguinas, su uso en oficinas
de disefio, que fue limitado en e pasado, ahora se ha descubierto que es bastante comin. Un
sistema de fundacion de maguina puede ser modelado ya sea como una estructura bidimensional
0 como una estructura tridimensional. Para € modelado y andlisis matematico, se hacen

suposiciones vélidas teniendo en cuenta lo siguiente:
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Para el modelado y andlisis matemético, se hacen suposiciones vaidas teniendo en cuenta lo

siguiente:

El modelo matemético debe ser compatible con el prototipo de la estructura dentro de un grado

razonable de precision.

El modelo matematico debe de ser tal que se pueda analizar con las herramientas mateméticas

disponibles.

La influencia de cada suposicion debe conocerse cuantitativamente con respecto a la respuesta de

|afundacion.

L as técnicas de aislamiento de vibracion también se han utilizado para reducir las vibraciones en
las maquinas. El aislamiento conduce a la reduccion en la transmisibilidad de las fuerzas de
excitacion de la méquina a la base y viceversa. El uso de dispositivos de aislamiento de

vibraciones es uno de los métodos por |os cuales uno puede lograr resultados satisfactorios.

Rendimiento, que a su vez puede dar como resultado la minimizacion de falas y reducir el
tiempo de inactividad debido a la ata vibraciones Sin embargo, para equipos en cimientos
elevados, es deseable tener una estructura de soporte rigidez suficientemente més ata que la
rigidez general del sistema de aislamiento para obtener € deseado eficiencia de aislamiento
(Bhatia, 2008). La estructura de soporte, un sistema estructural elevado 3-D, posee muchas
frecuencias naturales. El sistema de aislamiento de vibraciones, que comprende la méaquina, €
bloque de inercia y € dispositivo de aislamiento, también tiene seis modos de vibracion que
tienen valores de rigidez especificos correspondientes a cada modo de vibracion. Es de interés
notar que larigidez lateral de una estructura elevada es mucho més bagjo que su rigidez vertical.
Si esta rigidez (lateral) inferior es comparable a la rigidez de los aisladores, sin duda afecta la
rigidez genera y, por lo tanto, larespuesta del sistema de la méquinabase. Por o tanto, larigidez
lateral de la estructura de soporte también debe ser calculada y considerada a seleccionar la
aisladores. Finamente, puede ser deseable llevar a cabo un andlisis dinamico detallado de todo €l

sistemaincluyendo la subestructura.

Los cuatro Capitul os precedentes de este trabgjo contienen los fundamentos tedricos conceptual es
de la mecanica ondulatoria de solidos elasticos y de la dindmica del suelo, requerido para la

realizacion del adecuado andlisis vibraciona de las fundaciones para maguinas.
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7.2. Tipos de Equipos Dinamicos.

En dependencia de las fuerzas inerciales que actla sobre las fundaciones, genéricamente las
maguinas pueden clasificarse como maquinas con carga dindmica, en las cuales la fuerza de
inercia que actla sobre la cimentacion es comparable con € propio peso de la méquinas, en cuyo
caso las fundaciones deberan disefiarse mediante un riguroso analisis dindmico que considere las
especificaciones técnicas dadas por € fabricante del equipo y las caracteristicas geodinamicas del
suelo. Existen otro tipo de maguinas de accion equilibrada, 1as que difieren del tipo anterior en
cuanto que las fuerzas de inercia no son comparables con su peso, por 1o que su disefio requiere
de andlisis menos rigurosos.

Hay muchos tipos de méaquinas que generan diferentes tipos de fuerzas dependientes del tiempo,

siendo las tres categorias més importantes | as rotativas, las reciprocantes, y las de impacto.
En funcidn de su frecuencia de funcionamiento, las maquinas se pueden dividir en tres categorias:

(a) Méaguinas de frecuencia baja a media de hasta 500 rpm: los motores de pistén, compresores y
sopladores de gran cilindrada entran en esta categoria. Las frecuencias de funcionamiento

habituales oscilan entre 50 y 250 rpm.

(b) Mé&quinas de frecuencia media a altac 300 a 1000 rpm. Los motores alternativos de tamafio

medio como los motores diésel y de gas pertenecen a esta categoria.

(c) Maguinas de muy alta frecuencia: més de 1000 rpm: los motores de combustién interna de

altavelocidad, |os motores eléctricos y |os turbogeneradores entran dentro de la categoria.

7.3. Equipos rotativos.

Las méaquinas rotativas se caracterizan por el movimiento de rotacion de los impulsores o rotores
y estédn disefiadas para operar a velocidades constantes por largos periodos de tiempo. La
caracteristica principal de estas maquinas es que sus partes moviles describen un desplazamiento
de trayectoriacircular. A este grupo pertenecen lasturbinas agasy avapor, compresores axiales,

bombas centrifugas, turbogeneradores, ventiladores, desfibradoras y centrifugadoras. A menudo
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la causa més comun de vibraciones en este tipo de maquinas son las fuerzas desbalanceadas
originadas cuando el centro de masas de las partes que giran no coincide con € centro de
rotacion, lo que genera fuerzas inerciales asociadas con la rotacion de la masa, a como se ilustra

enlaFig(7.2).

La fuerza dinamica depende de la velocidad de rotacion, del e de masas, y de la magnitud del
desplazamiento. La masa total y la frecuencia son propias del sistema y las proporciona el
fabricante, asi que bastara con determinar la excentricidad para estimar la magnitud de la fuerza
de desbalanceo. La frecuencia de operacion préxima a la resonancia, los desalineamientos, y
otras condiciones indeseables pueden incrementar |a fuerza aplicada al rotor pudiéndose generar
dafios a equipo y transmitir a la cimentacion acciones dinamicas severas. ES muy importante
garantizar que las vibraciones de operacidon del equipo no sobrepasen los limites de vibracion

permitidos para preservar su funcionalidad y evitar transmitir a entorno vibraciones excesivas.
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Fig (7.2): Fuerza centrifuga v desbalanceo.

Hay casos en los que € origen de las fuerzas de desbalanceo es complicado por ello e fabricante
utiliza instrumentacion especia para detectar las causas y medir la magnitud de las fuerzas
dindmicas desbalanceadas. Ciertas méaquinas y estructuras que desarrollan vibraciones excesivas
durante su vida Util requieren del diagnostico de |as vibraciones para evitar una fallainminente de
algunos de los componentes. Tales componentes se pueden probar usando excitadores de

vibracion.
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Los diferentes tipos de excitadores de vibracion se usan para € desarrollo, la simulacion, la
produccion, € estudio de los efectos de la vibracion y para evaluar las propiedades fisicas de

materiales o estructuras.

Los recursos tedricos analiticos, e instrumentales, casi siempre posibilitan balancear las partes
moviles con € fin de evitar fuerzas por desbalanceo. Cada vez que una cierta masa se une a un
gje giratorio, gerce aguna fuerza centrifuga, cuyo efecto es flexionar e €e y producir
vibraciones en €. Para evitar € efecto de la fuerza centrifuga, se fija otra masa a lado opuesto
del ge, en una posicion tal que se equilibra €l efecto de la fuerza centrifuga de la primera masa.
Esto se hace de tal manera que las fuerzas centrifugas de ambas masas se hacen para ser igualesy
opuestas. El proceso de proporcionar la segunda masa para contrarrestar € efecto de la fuerza
centrifuga de la primera masa se denomina equilibrio de masas rotatorias. [78]. Para el tema del
balanceo, pueden presentarse los casos del equilibrio de una sola masa giratoria que gira en €
mismo plano; & equilibrio de diferentes masas girando en e mismo plano y € equilibrio de

diferentes masas girando en diferentes planos.

Equilibrar es e proceso de disefio o modificacion de maquinaria para que € desequilibrio se
reduzca a un nivel aceptabley, de ser posible, se elimine por completo. Una particula 0 masa que
Se mueve en una trayectoria circular experimenta una aceleracion centripeta y se requiere una
fuerza para producirla. Una fuerza igual y opuesta que actUa radialmente hacia € exterior actia
sobre el ge de rotacion y se conoce como fuerza centrifuga. Esta es una fuerza perturbadora en el
gje de rotacion, cuya magnitud es constante pero la direccién cambia con la rotacién de la masa.
En un rotor giratorio, lafuerza centrifuga permanece equilibrada siempre que el centro de lamasa
del rotor coincida con € centro del ge. Cuando €l centro de masa no se encuentra en el ge o hay
una excentricidad, se produce una fuerza desequilibrada. Este tipo de desequilibrio es muy
comun. Por giemplo, en rotores de turbinas de vapor, ciglefidles de motores, compresores
rotativos y bombas centrifugas. EI enfoque mas comun para € equilibrio es mediante la
redistribucion de la masa que puede lograrse mediante la adicidn o eliminacion de masa de varios

miembros de la magquina.

Cada vez que una cierta masa se une a un gje giratorio, gerce alguna fuerza centrifuga, cuyo
efecto es deflexionar €l rotor, y producir vibraciones en é. Para evitar € efecto de la fuerza
centrifuga, se fija otramasa al lado opuesto del ge, en una posicién tal que se equilibra el efecto

de la fuerza centrifuga de la primera masa. Esto se hace de tal manera que las fuerzas centrifugas
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de ambas masas se hacen para ser iguales y opuestas. El proceso de proporcionar la segunda masa
para contrarrestar € efecto de la fuerza centrifuga de la primera masa se denomina equilibrio de

masas rotatorias.

Las fuerzas desequilibradas transmitidas a la cimentacion son armonicas sinusoidales, las que
pueden expresase COMo:

Q=Q st (7.1

Donde la fuerza desbal anceada, puede ser constante o funcién de la frecuencia de rotacion W

Q=men’ (7.2)

Donde;

M= masa total desbalanceada

€= excentricidad
W = frecuencia de excitacion

El concepto de vibracion forzada con excitacion de masa se explica para maguinas rotativas
como: bombas centrifugas, turbinas, motor eléctrico, centrifugas etc., presentan alguna cantidad
de desequilibrio, incluso después de equilibrar con auxilio de técnicas e instrumentos precisos.
Este desequilibrio es una fuente comun de vibraciones forzadas. El desequilibrio en las méguinas
rotativas es medido en términos de masa una "m" rotando con su centro de gravedad a una
distancia"€" del gje de rotacion. Lafuerza centrifuga debido ala masa de desequilibrio "m" actia
como fuerza de excitacion armonica. Considérese una méguina con un desequilibrio rotativo
soportado en un en un apoyo elastico compuesto por un resorte y un amortiguador, como se
muestra en laFig (7.3). Se supone que €l sistema esta obligado a moverse teniendo verticalmente
un solo grado de libertad. El desplazamiento vertical de la masa de la maguina excluyendo la

masa giratoria desequilibrada es x, y e desplazamiento vertical total de la masa giratoria

desequilibradaes (X+esinwt)
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Fig (7.3): Rotating unbalance.
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Las fuerzas que actian en el sistema son de naturalezainercial, elasticay de amortiguamiento:

Fuerza de inercia debida ala masa de la maquina M, excluyendo |la masa giratoria desequilibrada

m: (M-m)%

Fuerza de inercia debida ala masa giratoria desequilibrada"m":

2

m%(x+esinwt)=(m§(—mN

%5 nwt)

Fuerza elastica del resorte: K x

Fuerza de amortiguamiento: cx
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Considerando e diagrama de cuerpo libre mostrado en la Fig (7.4), y aplicando €l principio de

D"Alembert’s, se establece la ecuacion del equilibrio dindmico del sistema: > [ Fuerzasinerciales

+ Fuerzasexternas | =0

[M’—m}.‘f [}ﬁf—mmlesin r:m‘]

S
N

K\\____I__,,r-'/

|

Kx cx
Fig (7_4) Free Body Diagram of Machine

2

(M —m)X+(m$<—W esinvvt)+c>‘<+ Kx=0

(7.3)

M5+ cx+ Kx = mv2esinwt

La Ec (7.3) es lineal; diferencia de segundo orden, expresa el movimiento para una vibracion

forzada amortiguada debido a desbalance rotativo, con forma semejante ala Ec (6.32).

La solucién completa para esta ecuacion diferencial estd dada por la superposicion de una

solucion particula y unasolucion general: X=X+ Xp

mestin(wt—f)

K\/(l—r2)2+(22r)2

(7.4)

X = X, 2t sin( 1-z 2Wnt+f1)+

w . . . o
Donde r :W— y z € porcentaje del amortiguamiento critico.
n
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Laamplitud de las vibraciones correspondientes a estado estacionario es:

_ (7.5)

me
Donde X/ (Vjes la amplitud adimensional generada por el desequilibrio rotativo de la
maguina.
La gréficade larelacion amplitud adimensional vs frecuencia esta representada en la Fig (7.5) da
la informacion, cuando la velocidad es cero; la amplitud adimensional es también cero. De ahi
todas las curvas comienzan desde € origen. En resonancia, la amplitud adimensional esta

limitado solo por €l porcentgje de amortiguacion presente en e sistema. Cuando la relacion de
frecuencia es muy grande, la amplitud adimensiona tiende a la unidad.

A

Rotating imhalenced

a DS 1 15 Z 25 3 35 4 45 B
E:r.qu:nl:}' b P o— @ E'Jr-

Fig (7.5 Plob of dimensionless amplitude Vs [quency Ratio
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7.4. Equipos reciprocantes.

Esencialmente, las maguinas reciprocantes son mecanismos de manivel a-piston que convierten el
movimiento giratorio del transmisor de fuerza, en movimiento alternativo oscilante o de balanceo
acomo se muestraen la Fig (7.6). Los mecanismos generalmente se disefian y analizan bagjo €
supuesto de una velocidad de impul so constante. Sin embargo, si el par de entrada, es decir, €l par
requerido para imponer la velocidad constante, es atamente variable, las fluctuaciones
distorsionan e movimiento de las piezas reciprocas y dar lugar a niveles de aceleracion mas
atos, incrementandose la vibracion de la méquina. Ademas, los pares de entrada muy variables
pueden excitar la vibracién torsional. Las cargas desbalanceadas que se generan en la operacion
de los equipos reciprocantes estacionarios, se transmiten a la cimentacion, y por tanto deben ser

considerados en su disefo.

PP PDY
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Fig (7_6): Principio fundamental de los sistemas reciprocantes.
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Las méquinas que contienen elementos provistos de movimiento aternativo tienen agunos
problemas dinamicos caracteristicos. En muchos casos, su solucion es bastante dificil y los
disefiadores a menudo no pueden garantizar condiciones de trabajo tan manejables como las que
se pueden al canzar con maguinas gque solo contienen el ementos giratorios. En muchos casos ya es
unatarea dificil evitar las fuertes vibraciones, que son incomodas para usuarios y peligrosas para
la funcionalidad del equipo y para la seguridad estructural. A menudo es necesario recurrir a

vasta experimentacion incluso para alcanzar este objetivo limitado.

Lamayoria de las maquinas reciprocantes se basan en e mecanismo de manivela, amenudo en la
forma de un ciglefia con varias bielas y elementos reciprocos. Tales dispositivos no pueden, en
general, estar exactamente equilibrados: los efectos inerciales que gercen sobre la estructura
constituyen un sistema de fuerzas cuya resultante es variable con e tiempo. La misma
configuracién geométrica del sistema formada por € ciglefia, las bidlas y los eementos
alternativos pueden ser bastante complejos y 10s cigliefiales no solo no poseen simetria axial sino
gue a menudo no tiene planos de simetria. En estas condiciones, € desacoplamiento entre los
comportamientos axiales, torsionales y flectores, ya no es posible, s no como una aproximacion

muy grosera, y los modos de vibracion se tornan muy complicados.

F'r F
mra” cos@
-'l‘—--:'-——..._

™ sin &

Fig (7.7) Balance de masas reciprocantes
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El contrabalanceo, es € recurso empleado para reducir las fuerzas de inercia debido a las masas
rotatorias, las que pueden ser reducidas o eliminadas completamente. En la Fig (7.7) se
muestran las fuerzas gque intervienen en el balance de masas reciprocantes. Normalmente esto se

realiza en el disefio de los compresores, en méaquinas de combustion interna, y en las bombas.

Ademas, las fuerzas externas que actlian sobre los elementos de las maguinas reciprocas suelen
ser variables en e tiempo, a menudo con leyes periddicas, como, por gemplo, las fuerzas
gercidas por los gases calientes sobre los pistones de motores de combustion interna
reciprocantes. Su tiempo historia periédicos no son armonicos, pero una vez que se ha realizado
el andlisis arménico, se pueden considerar como la suma de muchos componentes arménicos
cuyas frecuencias suelen ser multiplos, por un nimero entero, o por una fraccion raciona de la
velocidad de rotacion de la maguina. Puede haber muchas posibilidades de resonancia entre estas
funciones de forzamiento y las frecuencias naturales del sistema. En la mayoria de los casos, las
vibraciones mas peligrosas estén relacionadas con los modos que son esencialmente torsionales,
por tal razdn la atencion analitica de algunos sistemas reciprocantes se concentra en las
vibraciones torsionales vibraciones, ocupandose marginalmente de las vibraciones axiaes y
compuestas. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que todas las vibraciones de |os ciglefiales son

vibraciones compuestas, y no hay desacoplamiento estrictamente posible.

L os tipos mas comunes de maquinas reciprocas son bombas de piston, compresores alternativos y
motores de combustion interna. En la mayoria de los casos, |as vibraciones més peligrosas estén
relacionadas con modos de vibracibn que son esencidmente  torsionales.

1000
*_  acceleration P 1
500 A ; . ;
\\ x displacement /
/ /
~ » / :
S __'1,\7_-————‘“-%;__“_ I e time seconds
0 \ 03 TS T S 25
B! i
) A 4
I oy e S A .
velocity

=30

Fig (7.2) Graficos tipicos de aceleracion, velocidad v desplazamiento
en maquinas con movimieato elfernativo.
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Repetir el movimiento en linea recta se obtiene cominmente utilizando cilindros neuméticos e
hidraulicos, un tornillo estacionario y tuerca de desplazamiento rectilineo, accionamientos con

motores reversibles o engrangjes de inversion, asi como mecanismos de levay seguimiento.

H| e

]
AL \

Working

stroke i
Return

siroke

Fig (7.9} Mecanismos reciprocantes
Tomado de la referencia [40]

Una variedad de enlaces tipicos para obtener movimiento reciproco se muestran en la Fig (7.9).
[79]

Considérese un mecanismo bésico de manivela deslizante que gira con una velocidad constante,
mostrado en la Fig (7.10), cuyos componentes son: un pistén que se mueve horizontalmente dentro
de un cilindro que le sirve de guia, una manivela de longitud R que gira alrededor de gje O y una
varillade longitud L, unida a piston en € punto B y alamanivelaen e punto A. Como puede verse
en lafigura, mientras el punto B se mueve longitudinalmente el punto A, por consecuencia, se mueve
circularmente a una velocidad W del resultado de este movimiento los puntos intermedios tendrén un

movimiento eliptico.
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Fig (7.10%: Mecanismo basico de manivela.

Si se conoce velocidad angular W de la manivela, puede determinarse € desplazamiento del pistén
en cualquier instante de tiempo t, o que permite obtener e desplazamiento, la velocidad y la

aceleracion del piston mediante las ecuaciones siguientes:

Xp {R+;—le— R(cosvvt +4—|T_0082Wt) (7.6)

szRN(sinvaEsinZWt] (7.7)
2L

%o = R (coswt +B(3032\th (7.8)
L

Las fuerzas de impacto y de inercia producidas por € movimiento del piston, se obtienen

respectivamente multiplicando por lamasalas Ecs(7.7) y (7.8).

Se observa que € primer término de las Ecs (7.7) y (7.8), varia con la frecuencia de rotacién

mientras que el segundo término varia con € doble de dicha frecuenciay su valor depende de la
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relacion R/ L. Al primero de estos términos se le conoce como primario y al segundo como

secundario.

En & segundo término, e factor R/ L cobra importancia en la interpretacion fisica de dichas
ecuaciones. Si lalongitud L tiende a infinito, el segundo término desaparece y €l piston se mueve
con movimiento arménico simple. En cambio, si la longitud de la varilla L es finita, e movimiento

del piston es periddico pero no armonico.
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Fig ( 7.11): Aceleracion del piston vs el angulo de rotacion de la manivela para R / L =0.25

7.5. Equipos de maquinaria impulsora.

Los cimientos para méaquinas con cargas de impacto son fuentes generalizadas y poderosas de
vibraciones industriales. Estos cimientos principal mente transmiten cargas dinamicas verticales al
suelo y generan vibraciones en gque pueden afectar perjudicialmente a los edificios circundantes.
Los efectos dinamicos van desde graves perturbaciones de las condiciones de trabgjo para

dispositivos sensibles y personas, hasta dafios estructurales visibles. La frecuencia natural de las
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vibraciones verticales de la base de la méquina y los registros de vibracion completos de las
vibraciones de latierray la estructura pueden predecirse antes de la instalacion de las bases de la
maguina. Se pueden usar diversas medidas para mitigar los efectos dinamicos de |as fundaciones

de maguinas de impacto.

Equipamiento, como forjar martillos y algunas prensas formadoras de metales, operan con
impactos o choques regulados entre diferentes partes del equipo. Esta carga de chogue a menudo

se transmite a sistema de cimentacion del equipo y es un factor en el disefio de la fundacion.

Los martillos de forja cerrados generalmente funcionan cayendo un peso sobre el metal caliente,
forzandolo a una forma predefinida. Si bien la intencion es usar esta energia de impacto para
darle forma a material, hay una transmisiéon de energia significativa, particularmente tarde en €l
proceso de formacion. Por lo tanto, la energia cinética de preimpresion del choque se convierte en
energia cinética posterior al impacto de todalaforjadel martillo. Como todo el martillo se mueve
hacia abgjo, se convierte en una simple masa dindmica que oscila sobre su soporte medio. Este
sistema debe estar bien amortiguado para que las oscilaciones decaigan suficientemente antes del
siguiente golpe. La Fig (7.12) muestra un funcién de forzado horizontal tipica a través de un

golpe completo de una prensa de forja.

Las prensas de forjar realizan unafuncion de fabricacion similar como los martillos de forja, pero
comunmente son impulsados mecanicamente o hidréulicamente Estas prensas forman el material
a bajas velocidades pero con mayores fuerzas. El sistema de impulso mecanico genera fuerzas
dindmicas horizontales que €l ingeniero debe considerar en el disefio del sistema de soporte. La

estabilidad a balanceo del soporte y de la cimentacion para estos equipos es muy importante.

Las prensas formadoras de metales mecanicos operan apretando y esquilando e metal entre dos
troqueles. Fuerzas dindmicas de la prensa se desarrolla a partir de dos fuentes: e equilibrio
mecanico de las partes méviles en € equipo y la respuesta de la presion en e marco a medida que
el material se corta. Los desequilibrios en la mecénica del equipo pueden ocurrir tanto horizontal
como verticalmente. El equipo de alta velocidad generalmente esta bien equilibrado, mientras el
de bagja velocidad a menudo no esta equilibrado porque las fuerzas de inercia a bajas vel ocidades
son pequefias. Las fuerzas dinamicas generadas por todas estas prensas pueden ser significativas
ya que se transmiten ala fundacion y propagadas desde alli hacia € suelo.
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Fig (7.12): Forcing function for a forging press.
Source: ACI 351 3R-04 Foundations for Dynamic Equipment

Otras maguinarias que generan acciones dinamicas son las trituradoras de roca y trituradoras de
metal. Mientras parte de las acciones dinamicas de este tipo de equipo tienden a basarse en la
rotacion desbalanceada, existe también un rango caracteristico de indicadores dinamicos que
varian de acuerdo a una operacion particular. Méguinas que se mueven sobre las estructuras
Ccomo son: gruas vigeras. Maquinas especiales como: molinos, prensas, trituradoras y rodillos de

|aminacion.

7.6. Sistemas de fundaciones para maquinas sujetas a cargas
dinamicas.

Se hard unarevision del estado ddl arte de los métodos de andlisis para los diferentes sistemas de
fundaciones para méguinas. Las cimentaciones de méquinas se disefiaron hasta hace poco

mediante reglas basicas sin ningun anadlisis de esperanzas de las amplitudes de vibracién. Por
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giemplo, una de esas reglas de disefio exigia un cimiento masivo de concreto reforzado, cuyo
peso total fueraigual a por lo menos de tres a cinco veces el peso de la méguina soportada. Este
enfoque de hecho ya no se usa porque ignora €l efecto en el movimiento de todas las otras
variables. Por supuesto, aumentar la masa de la cimentacion disminuye la frecuencia de
resonancia del sistema, pero quizas lo mas importante, es que reduce su amortiguacion efectiva.
Obviamente, esta implicacion no es no es lo que aguellos que aplicaban dicha regla tenian en

consideracion.

[80, 81]. Tras los estudios experimental es pioneros |levados a cabo por investigadores alemanes a
principios de la década de 1930, se desarrollaron un nimero de procedimientos de andlisis
empiricos que se utilizaron ampliamente hasta la década de 1950. Estos métodos estaban
enfocados en determinar Unicamente la frecuencia natural de las fundaciones. A finales de la
década de 1950, se introdujeron los conceptos de masa en fase y frecuencia natural reducida. El
primero de estos conceptos asume gque una cierta masa de suelo situada inmediatamente debajo
de la cimentacion, se mueve como un cuerpo rigido en fase con la misma. Mientras que la
frecuencia natural reducida postula que la frecuencia natura es unicamente una funcion del area

de contacto, del tipo de suelo y de su carga de soporte.

De las pruebas experimentales y los andlisis posteriormente realizados, el concepto de masa en

fase, N debajo de la base, se definid acomo se muestraen laFig (7.13).

S Sl e e R T R T Bt 2t S, T T S
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Fig (7.13): Masa en fase del suelo.
After Richart. F E Hall, ] B, and Woods, B.O. Vbration of soil and Foundations. 1970.

Lateoria de la vibracion paralos sistemas de resorte-masa-amortiguador considera que el resorte
es ingravido y, en consecuencia, se ha derivado la conocida ecuacion para determinar la

frecuencianatural del SDF:w/, = (k/m)ﬂ2
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Esta teoria se puede aplicar a vibraciones de cimentacién solo si la masa del suelo que participa

en la vibracion también puede ser incluida. Si se tiene en cuenta el efecto de lamasadel suelo, I3

la ecuacion para determinar la frecuencia se convierte en (Kameswara Rao, 1998):

12 1/2
W, = K f -1 K (7.9)
: m+my " 2p m-+ my '

En e caso de los cimientos de maguinas, la masa de suelo, ms, que participa en la vibracion debe

ser determinado. Se han sugerido varios enfoques para determinar la masa efectiva 0 masa

equivalente de suelo, N3 al calcular la frecuencia natural. Sin embargo, se encontré que la I3

variaba con la carga muerta, la fuerza de excitacion, €l area de la placa de cimentacion, e modo

de vibracion y el tipo de suelo sobre el cual descanso € oscilador. Por |o tanto, es dificil obtener

valores fiables de N para propdsitos de disefio. Incluso si la masa en fase pudiera determinarse

satisfactoriamente, esta informacion no permitiria evaluar directamente la amplitud de la
vibraciéon necesaria para e proposito del disefio. La realidad fisica contradice € concepto de
masa en fase. Ninguna masa del suelo se mueve como un cuerpo rigido con la fundacion. En
cambio, las ondas de cortante y de dilatacion emanan de lainterfase suel o-cimentacion, causando
deformaciones oscilantes en la superficie y arrastrando parte de la energia de entrada. Los
factores que tienen una influencia sobre estos fendmenos no pueden ser acomodados a través de
un concepto artificial. De hecho, los primeros intentos de obtener valores especificos de la masa
en fase fueron frustrados por la sensibilidad de esta masa a peso de la cimentacion, a modo de
vibracién, al tipo de fuerzade salida, a area contacto y alanaturaleza del suelo subyacente.

Para los efectos de disefio, se han propuesto algunos métodos, cuya eleccion depende de la

preferencia del disefiador.

Barkan (1962), Pauw, Ford y Haddow, Converse, Newcomb, Tschebotarioff y Ward, Lorenz,
Crockett y Hammond, Rao y Nagarag) (Kameswara Rao, 1998) son algunos de |os contribuyentes
anteriores para € andlisis y € disefio de las fundaciones de maguinas utilizando métodos
empiricos y semiempiricos basados en pruebas e idealizaciones simples. Los detalles de estos
meétodos son discutidos por Richart, Hall y Woods (1970) y Kameswara Rao (1998). Sin
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embargo, estos enfoques utilizan principamente sistemas SDF y la determinacion de la masa,
(incluida la masa aparente de suelo que participa en vibraciones), la constante de resorte del suelo
y larelacion de amortiguamiento. Entonces las frecuencias naturales se determinan usando las Ec
(7.9) y las respuestas son calculadas utilizando las soluciones disponibles de SDF (Rao, 1986;
Kameswara Rao, 1998). En esto contexto algunas observaciones sobre algunos de estos
pardmetros, es decir, la masa aparente de suelo participando en las vibraciones, las constantes de
resorte y los coeficientes de amortiguacion necesarios para los calculos se resumen a

continuacion.

Si se determina la masa aparente de suelo, I3 que participa en la vibracion, la frecuencia natural

del suelo se puede obtener fécilmente de la ecuacion (5.9). Barkan (1962) ha sugerido que la
masa del suelo vibratorio debe estar entre 2/3 y 1.5 multiplicado por la masa total del vibrador y
los cimientos. Lorenz (Kameswara Rao, 1998) razono a partir de sus investigaciones que la masa
aparente del suelo no dependia de la presion de contacto de la unidad o del tamafio del area de
contacto, sino que parecia aumentar con e incremento de la fuerza vibratoria. También concluy6
que la frecuencia natural en si misma solo se vio ligeramente afectada por € tamario del area de
contacto. Crockett y Hammond (Kameswara Rao, 1998) observaron que la frecuencia natural es
una funcién de la velocidad de la onda de Rayleigh en € medio, que depende de su densidad y
modulo elastico. También introdujeron € concepto de que la masa aparente de suelo es
equivalente a suelo contenido en un bulbo de presion. Més tarde Rao y Nagarg) (Kameswara
Rao, 1998) sugirio que e suelo contenido en el bulbo de presion correspondiente la densidad del

suelo I es equivalente a la masa aparente del suelo. Esta sugerencia esta basada en sus datos

experimentales.

Los calculos de la frecuencia de resonancia, y las respuestas de MFS requieren el uso de un tipo
de sistema discreto idealizado de resortes-masas-amortiguador para lo cual es necesaria la
determinacion de la constante de resorte, de la constante de amortiguacion y de la masa de la
maguinay labase, asi como de masa aparente del suelo que participa en la vibracion. Uno de los

enfoques importantes se debe a Barkan (1962) y se analiza brevemente a continuacion.
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7.7. Aproximacion de Barkan.

Barkan (1962) utilizé las pruebas de carga de placas ciclicas para obtener las constantes de
resorte equivalentes en varios modos de vibracion. Se da una presentacion detallada de estos
resultados y expresiones por Kameswara Rao (1998). Por gemplo, trazando la deformacion
recuperable o elastica contra la presion de contacto en la prueba de carga ciclica de una placa

cargada en el modo vertical, podemos obtener e coeficiente de compresion eléstica uniforme,

Cu, como la pendiente de la porcién lineal del grafico. Entonces la constante de resorte, K, enla

direccion vertical puede ser obtenida como:

k=CG-A (710

Dénde;

Cu = coeficiente de compresion el astica uniforme en la direccion vertical.

A = a aeadelaplaca/ fundacion utilizada parala prueba.

Se puede notar que Cu = ks donde ks se llama el modulo de reaccion de subgrado del suelo.

Q, También esta relacionado con las propiedades elasticas del suelo y se puede obtener a partir

de lateoria de e asticidad como:

E C
G —mﬁ (7.12)

Doénde

E, N = Md&dulo de elasticidad de Young y la relacion de Poisson del suelo / del semi-espacio,

respectivamente.
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A = &eadelaplaca/ base

C = constante en funcion de laformay laflexibilidad de la placa/ cimentacion.

Los valores de C (c; paraplacaflexible, G paraplacarigida) estan dados por Kameswara Rao

(1998, 2000). De la ecuacion (7.10) se puede observar que QJ €es inversamente proporcional al
area de contacto del plato. Lo mismo se puede usar para calcular €l valor de Cu2 para una placa

de area A, conociendo el valor de C; paralaplacadel area A como:

C 12
uz _ (ﬁ] (7.12)
Ay

Expresiones similares para otros modos de prueba (lateral, horizontal, rotacional, etc.) pueden ser
obtenidos seguin lo dado por Barkan (1962) y son resumidos por Kameswara Rao (1998, 2000).
Dado que no existe una forma directa de obtener la relacién de Poisson, N de la prueba de carga
ciclicade laplaca, la misma es obtenida de otras pruebas de laboratorio y / 0 de campo relevantes
(Kameswara Rao, 1998, 2000). Dado que generalmente se observa gque los valores de respuesta
elastica no son muy sensibles a una amplia variacion en los valores de la relacion de Poisson,
generalmente los siguientes valores se toman en la ausencia de resultados de prueba especificos
(Richart, Hall y Woods, 1970): N Para suelos no cohesivos = 0:25 a 0:3 N parar suelos cohesivos
=0:35a0:45

En consecuencia, un valor promedio de N = 0.3 para suelos sin cohesion y 0.4 para suelos
cohesivos podria ser utilizado para fines computacionales en ausencia de datos obtenidos de

pruebas.

7.8. Aproximacion de Tschebotarioff.

En un intento de mejorar |os métodos para evaluar |a frecuencia de resonancia de las fundaciones
de la maguina apoyada en diferentes suelos, se ha desarrollado una expresion para una frecuencia

natural reducida del sistema. A partir de la Ec (7.10) la constante de resorte k fue reemplazada
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pork-A , donde k' es el médulo dindmico de reaccion de sub-grado y A es el &rea de contacto de

la cimentacién contra el suelo. Con esta sustitucion, la Ec (7.9) toma la siguiente forma:

1 | kA (7.13)

n=5 m+ Mg

Reorganizando la Ec (5.13), setiene:

1 [A|kg 1
f =—\/: SRARC IR (7.14)
n 20 \W 1_,.% \/% nr
m

EnlaEc(7.14), g, = WA y f =t

_f (7.15)
2 1_,.% ny %

Donde:

fn = frecuenciaciclica natura

Qp= presidn de contacto vertical promedio entre la base de lacimentacion y el suelo, y €l resto de

los términos se agrupan y se llaman frecuencia natura reducida fnr

Luego de la evaluacion de un nimero limitado de casos disponibles, Tschebotarioff propuso

curvas, que relacionan la frecuencia natura reducida fnr con

El érea de la base de la cimentacién para varios tipos de suelos. Esta relacion aparece como una

linearecta en el diagrama que se muestraen la Figura (5.14).
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Fig (7.14): Tschebotarioff s "Rednced Natural Frequency

Para calcular la frecuencia de resonancia para un tamafio de cimiento dado, en un suelo

particular, laFig (5.14) daun vaor de fnr que luego llevaa fn mediante €l uso delaEc (7.15) y

delos valores de disefio de 00.

Aunque este método no carecia de mérito, a menudo se interpretaba que el factor mas importante
en el disefio de la cimentacion de la maquina era la presion de contacto en el suelo. Por |o tanto,
el disefio se basO en los valores de capacidad de carga del suelo tomados de los codigos de

construccion.

Ademas de |os inconveni entes mencionados anteriormente, estas vigjas reglas solo se referian ala
frecuencia de resonancia, sin brindar informacién sobre las amplitudes de vibracion que son

fundamentalmente necesarias paralos propoésitos de disefio.
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7.9. Analisis de Lysmer y Richart.

Ha como hemos visto en la parte 3, en la década de 1960, Lysmer obtuvo una solucion para la
vibracién axisimétrica vertical, discretizando la superficie de contacto en anillos concéntricos con
tensiones uniforme verticales pero dependientes de la frecuencia, consistentes con las

condiciones de contorno.

Los desarrollos tedricos mas importantes de este periodo fueron € descubrimiento por Hsieh y
Lysmer de que el comportamiento dinamico de una cimentacion masiva con carga vertical, puede
representarse por un oscilados masa-resorte-amortiguador de un solo grado de libertad con
rigidez dependiente de la frecuencia y coeficientes de amortiguacion. Lysmer dio un paso mas al
sugerir € uso de los coeficientes de rigidez y amortiguamiento, independientes de la frecuencia,

para aproximar larespuesta en €l rango de frecuenciabagay media.

K, = 2GR Cv:ﬁﬁ (7.16)

1-n 1-n

En el que K, = Constante de muelle (rigidez), Q, = Constante de amortiguador (amortiguacion),

R = Radio de una placa circular rigida. Area de carga, G = modulo de corte del semi-espacio

homogéneo, v = relacién de Poisson y p = densidad masiva del suelo

El éxito de la aproximacion de Lysmer, a menudo llamado analogia de Lysmer, en la
reproduccion con muy buena precision, la respuesta real del sistema tuvo un profundo efecto en
el desarrollo posterior y aplicacion de ingenieria de las teorias del 'medio espacio’. Richart y
Whitman extendieron la Analogia de Lysmer demostrando que todos los modos de vibracién
pueden ser estudiados por medio de sistemas de amortiguadores de masa-resorte de parametro
concentrado que han seleccionado correctamente parametros independientes de la frecuencia. Las

oscilaciones del ge simétrico (vertical y torsional) de un la base cilindrica se puede representar
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mediante un sistema de 1 grado de libertad descrito por la ecuacién general del SDF sujeto a

vibraciones forzadas.

MX+cx+kx=p(t) (7.17)

Por otro lado, los dos modos anti simétricos de oscilacion, traslacion horizontal y balanceo de una
fundacion cilindrica estén acoplados y pueden ser representados por un sistema de dos grados de
libertad caracterizados por la masa efectivay e momento de inercia de masa, los dos valores
efectivos de amortiguacion para ondulacion y balanceo y los dos valores efectivos de rigidez.
Para cada uno de estos cuatro modos de excitacion, diferentes valores los parémetros de inercia,
rigidez y amortiguacion son necesarios. Whitman y Richart sugirieron la eleccion de la rigidez
apropiada para bajas frecuencias, y los valores promedio de amortiguacion en e rango de
frecuencias en @ que la resonancia generamente ocurre. Con la intencién de obtener una mejor
concordancia entre las frecuencias resonantes de los parametros discretos y € sistema real,
recomendaron que una masa ficticia, 0 momento de inercia de masa, se agregara a la masa de
cimentacion real, 0 al momento de inercia de la masa. La necesidad de tal recomendacion surgié
no de la existencia de una masa de suelo identificable moviéndose en fase con la base, sino més
bien por el hecho de que en realidad la rigidez disminuye con el aumento de la frecuencia, en
lugar de permanecer constante e igua como en las rigideces estaticas como se asume en €l

modelo. En otras palabras, en lugar de disminuir k, e modelo de parametro agrupado aumenta m
para mantener la frecuencia de resonancia W sin alterar. Recuérdese que W es proporcional ala

raiz cuadrada de (k / m).

Whitman y Richart y mas tarde, Richart, Woods y Hall y Whitman presentaron expresiones para
estos parametros para cuatro modos de vibraciones. La Tabla (5.2) muestra estas expresiones, que

han disfrutado una popularidad significativa durante décadas. Debera tenerse en cuenta que en

dicha tabla, |xel; son momentos de inercia de masa alrededor del eje horizonta y vertical
respectivamente y la relacion de amortiguamiento = C/ Gy donde Cy =2Vkmo Cy =2k

para modos de vibracion de torsién o rotacion, con lyo |, para balanceo o torsién,
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respectivamente. Usando latabla, se puede calcular larigidez dindmica aplicando directamente la
formula, mientras que para calcular la relacion de amortiguamiento del suelo de la base, primero
se debe determinar larelacion de masay sustituir su valor en laférmula dada. El valor de lamasa

ficticia, se agrega con la masa de |a base para mantener la frecuencia de resonancia sin cambios.

Mode Vertical Horizontal Rocking Torsional
Stiffness 4GR 8GR ROGRY 16GR?
1=v 2=V 3(l=v) 3
Mass ratiom mil=v) mi2=v) 3 (1-v) f:
4pR’ 8pR* gpR* pR?
Damping ratio 0.425 0.29 0.15 0.5
e me (1+mym " 1+ 2
Fictitious added 0.27m 0.095m 0.241x 0.241;
m n m i
mass

Table (7.2): Equivalent lnmped parameters for analysis foundation on elastic half space.
After Gazetas, G., Analysis of Machine Foundations, State of the Art of Soil Dynamics and
Earthquake Engineering, Volmme 2, 1983,

Lysmer y Richart en 1966 presentaron en sus analisis un método analégico simplificado para €
comportamiento dinamico de zapatas en un semi-espacio elastico que se puede aplicar para todas
las frecuencias de movimiento constante. También calcularon la respuesta transitoria causada por
una carga arbitraria de pulso, usando las soluciones de estado estacionario. Los componentes de
este modelo andlogo, consisten en masa, resorte y amortiguador y son independientes de la
frecuencia de la fuerza de excitacion. Este enfoque facilita la aplicacién de métodos clasicos de
teoria eléstica para € estudio del comportamiento dindmico utilizando modelos mas simples de

masa, resorte y amortiguador.

Las investigaciones estan limitadas a caso de la fuerza vertica dindmica axismétrica en una
zapata circular rigida, aunque puede ser extendido a otros modos. Se ha supuesto que € suelo es
elastico, homogéneo e isotropico y solo las tensiones normales se transfieren al area de contacto

entre el suelo y la fundacion.



302

Importantes detalles del método también estédn dados por Richart, Hall y Woods (1970) y
Kameswara Rao (1998). Los componentes del modelo analdgico equivalente se obtienen de

considerando un SDF que consiste en masa, resorte y un amortiguador como se muestraen laFig

(7.15). [82].

(a) System 5 (b) System S,

Fig (7.15) Simple damped oscillators.
Foundation Design: Theory and Practice N. 5. V. Kameswara Rao 2011.

4Gro

En e modelo andlogo simplificado, MY es la masa de la cimentacion, k=

12
- . 085k, 34 ,(rG
constante elésticaequivalentey C= = r (7.19)

V;, 1n?0
Donde:

G = modul o de cortante del suelo

Iy = deradio de labase circular

I =unidad de peso volumétrico del suelo

g = aceleracion debida a la gravedad

V = velocidad de la onda de corte en el medio del suelo.

(7.18) es la
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La precision de los resultados usando &l modelo analdgico con la eleccion de My, ¢ y k como de

conformidad con las Ecs (7.18) y (7.19) se pueden observar claramente comparando estos
resultados con los de la teoria de la elasticidad del semi-espacio obtenida por Lysmer (1966).
Lysmer y Richart también compararon los resultados con los obtenidos de las pruebas de campo

reportados por Fry y otros (Richart, Hall y Woods, 1970) los que resultaron satisfactorios.

Para estos valores de ¢ y k, se puede demostrar que la resonancia ocurre solo cuando la relacién

de masas [, >0.36

— _(1n)myg
Dénde: by = 4”03 (7.20)

En consecuencia, las expresiones aproximadas de frecuenciay amplitud en resonancia pueden ser

obtenido como:

Todos los modos de vibracion de una zapata circular rigida, o un circulo equivalente para una
forma rectangular, que descansa sobre un medio espacio elastico puede expresarse en términos de
parametros analogicos de un sistema equivalente de un solo grado de libertad, en € que los
parametros son independientes de la frecuencia. Hall sigui6 el enfoque de Lysmer (Richart, Hall
y Woods, 1970) y determiné los parametros anal 6gicos para balanceo, deslizamiento en direccion

horizontal, y modos torsionales.
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7.10. Andlisis general de sistemas maquinas-fundacion-suelo usando
modelos analogos.

La préctica moderna de la construccion industrial requiere soluciones a muchos problemas
relacionados con fundaciones de maguinas. El aspecto més importante que garantiza €
rendimiento exitoso de la méaquina es e comportamiento dinamico adecuado de los sistemas de
cimiento-suelo. Las vibraciones debidas a las maguinas pueden causar dafios a las estructuras
cercanas 0 incluso a las méquinas mismas. Por |o tanto un conocimiento del comportamiento
dindmico de la cimentacion, la energia transmitida a través del suelo y la respuesta del cimiento,
es esencial parad disefio adecuado del sistema. Las instalaciones de maguina pueden, en general,
ser soportadas por bloques rigidos que descansan directamente en e suelo 0 en pilotes. La
eleccion del sistema de cimentacion depende de laresistenciay la compresibilidad caracteristicas
del suelo y los criterios de rendimiento requeridos.

El andlisis dinamico raciona de los sistemas cimentacion- suelos ha sido Illevado a cabo por
Sung, Quinlan, Richart, Hall y Woods, Lysmer y Richart, y Lysmer y Kuhlemeyer, Kausel, Luco
y Westman, Ahmad y Banerjee y varios otros (Richart, Hall y Woods, 1970; Kameswara Rao,
1998). Ademas de los métodos que son empiricos 0 semiempiricos, las metodologias que se
utilizan para predecir e comportamiento dinamico del suelo de la cimentacion de la méaquina
para sistema (MFS) son: (1) enfoque tedrico del semi- espacio y (2) méodos que utilizan la
representacion de un sistema discreto utilizando pardmetros analdgicos equivalentes. Se han
obtenido soluciones de forma cerrada para cimientos que descansan en un semi-espacio elastico
homogéneo bajo diferentes modos de vibracion para cimientos de forma regular (circular,
rectangular) sujetos a cargas armonicas (Richart, Hall y Woods, 1970; Kameswara Rao, 1998).
Basado en los resultados del semi-espacio elastico y €l uso de métodos de elementos finitos con
limites absorbentes de ondas y métodos de elementos de contorno, se han desarrollado algunos
modelos analogicos simplificados que esenciamente se basan en representacion discreta del

sistema

En general, las maguinas transmiten cargas dinamicas desbal anceadas y momentos de naturaleza
general que consiste en varias frecuencias de diferentes amplitudes generadas en varios lugares.
Las fuerzas pueden estar presentes en los seis modos de vibracion y, por lo tanto, € andisis de
respuesta completa de un sistema cimiento-suelo-maquina MFS requiere la formulacion de
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ecuaciones de movimiento que generalmente estén acopladas y proporcionan una solucién en los
seis modos (Kameswara Rao, 1998). Las ecuaciones de movimiento acopladas de un sistema

cimiento-suel o-maquina MFS serén considerados en la siguiente seccion.

El andlisis de Fourier se usa para problemas gque involucran excitaciones arbitrarias de naturaleza
periddica. Para fuerzas excitantes de naturaleza general, soluciones que usan técnicas de
integracion numérica pueden ser utilizadas (Venugopala Rao, 1995). Estos métodos dan la
solucion total a las ecuaciones acopladas de movimiento con funciones de forzado arbitrarias y se
puede aplicar a cualquier sistema de ingenieria con cuaquier nimero de grados de libertad
(finitos), incluidos los sistemas continuos. Sin embargo, el método es ilustrado para sistemas de
sistemas maguina -fundacion -suelo con seis grados de libertad (tomando el blogue de base como
un cuerpo rigido, como normalmente se hace, sometido a fuerzas dinamicas de naturaleza general
en términos de amplitudes, direcciones, ubicaciones y dependencia del tiempo Se pueden obtener
soluciones totales con muy poco esfuerzo de computaciéon y, por lo tanto, son facilmente
adaptables para analizar una amplia variedad de problemas de interés practico. Estos métodos son
particularmente adecuados para el disefio y andlisis generales de cimentaciones de maguinas. Los
pardmetros anal 6gicos de Lysmer (Richart, Hall y Woods, 1970) se usan para modelar e medio
del suelo, sin embargo, otros pardmetros modificados también se pueden usar s € modelado
fisico asi 1o requiere como los obtenidos por Wolf (1988), Mita y Luco (1989), Kameswara Rao
(1998).

7.11. Requerimientos generales para cimentaciones de maquinas.

El disefio de los cimientos de las maguinas sujetas a cargas dinamicas es mas complejo que € de
los cimientos que soportan solamente cargas estéticas. Las cargas de naturaleza dinamica pueden
ser @ resultado de varias causas tales como movimiento vibratorio de maquinas, movimiento de
vehiculos, impacto de martillos, terremotos, olas de viento, explosiones nucleares, explosiones de
minas, hincado de pilotes, etc. Por lo tanto, es necesario entender los efectos de las fuerzas
dindmicas en €l suelo de la fundacion. En general, una cimentacion de méquina pesa varias veces
mas que la méaquina que soporta. También la carga dinamica asociada con las partes moviles de

una méaquina es generalmente pequefia en comparacion con su carga estatica. Sin embargo, en las
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cimentaciones de maquinas, las cargas dindmicas actlan repetitivamente durante un periodo de
tiempo muy largo, por lo tanto, es necesario que € suelo sea eléstico, o de lo contrario la
deformacion aumentara con cada ciclo de carga hasta que la amplitud de la deformacion se hace
mas grande y fuera del limite aceptable. La amplitud de movimiento de una maguina y su
frecuencia de operacion son los parametros méas importantes que deben ser determinados en €
disefio de una cimentacion de maquina, ademéas deberd determinarse la frecuencia natural del
sistema MFS.

Algunos de los requisitos importantes de un sistema maguina-cimiento-suelo (MFS) se pueden
enumerar de la siguiente manera (Richart, Hall y Woods, 1970; Srinivasulu y Vaidyanathan,
1976; Kameswara Rao, 1998):

La cimentacion debe soportar las cargas superpuestas sin causar fallas por cizaladura o

aplastamiento del suelo subyacente.
El asentamiento debe estar comprendido dentro de los limites permisibles.

El centro de gravedad combinado de la méquinay la cimentacién debe estar en lalinea vertica

gue pasa através dd centro de gravedad del plano base.

No deberia ocurrir resonancia; para lo cual la frecuencia natural del sistema de fundacion-suelo
debe ser ya sea demasiado grande o demasiado peguefio en comparacion con la frecuencia de
funcionamiento de las méaquinas. Para méaquina de baja velocidad, |a frecuencia natural debe ser

atay viceversa.

La amplitud del movimiento en las frecuencias de operacion no debe exceder la amplitud limite,
gue es generalmente especificado por los fabricantes de méquinas. Si la amplitud calculada esta
dentro del limite tolerable, pero es cerca de laresonancia, esimportante evitar esta situacion.

Cuando sea posible, la cimentacion debe planificarse de tal manera que permita una posterior
modificacion de la frecuencia natural a cambiar € &ea o la masa de la base, segin sea
posteriormente necesario.
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Desde € punto de vista practico, es recomendable que € nivel del agua subterranea debe ser |o
mas bajo posible, esto limita las propagaciones de las vibraciones, € agua subterranea es un buen
conductor de la propagacion ondulatoria, particularmente de las ondas P. Las cimentaciones de
las maguinas deben separarse de los componentes de construccion adyacentes mediante
articulaciones de expansion, y aidar las tuberias de vapor o aire caliente incrustadas en la
cimentacion. También debera preverse que € desplante de la cimentacién de las méquinas debe

tomarse aun nivel inferior respecto a nivel de desplante de |os cimientos de edificios cercanos.

Los datos especificos requeridos para el disefio de las cimentaciones sujetas a régimen dinamico
varian segin € tipo de maguina. Sin embargo, los requisitos de datos para € disefio son
basicamente los diagramas de cargas estaticas y dinamicas gercidas por la maquina en su
fundacion, los que deben mostrar la magnitud y posicion de las mismas. También deberan
conocerse la potencia del motor y su velocidad de operacion, asi como diagramas que muestren
las partes incrustadas, |as aberturas, |as ranuras paralos pernos de cimentacion, etc.

Lanaturalezadel suelo y sus propiedades estaticas y dindmicas, son de suma importancia.

Las amplitudes de desplazamiento o velocidad o aceleracion del MFS deben estar dentro de

limites permisibles. Estos son generalmente prescritos por |os fabricantes de la maquina.

Algunos criterios generales de disefio (1S: 2974-1966, 1966) se muestran en laFig (7.16).

Los niveles tolerables de vibracion estan referidos a la percepcion humana; problemas de
mantenimiento; dafio potencial a maquinas o instrumentos; dafio potencial de los componentes

estructurales; y las dimensiones de la cimentacion de la méguina.
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Fig (7.16) Limiting amplitudes for vertical vibration. (Richart, EE.MHall, ].R./Woods, RD., Vibra-
tiony of Soily and Foundations, 1st Edition, @ 1970, p. 311. Printed and electromically reproduced by
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La seleccion del tipo de fundacion apropiada para maguinas vibratorias, dependera de las
acciones permanentes, dinamicas operativas, 0 eventuales a las que estara sujeta, y que debera
resistir durante su vida Util. Las acciones que se generan sobre |as cimentaciones de maquinarias
varian segin sean maguinas rotativas, maguinas reciprocantes, maguinas de impacto; y
fundamentalmente la seleccion del tipo de cimentacion més conveniente depende de la velocidad

de operacion del equipo, y de las condiciones del suelo.

Las fuerzas dindmicas generadas durante la operacion de la maguina, generalmente
proporcionadas por el fabricante del equipo, representan los valores de algun desbalanceo de sus
fuerzas internas. Estas fuerzas se originan por diversas causas, las cuales dependen del tipo,

potencia, velocidad de operacion, modelo, instalaciones y mantenimiento de la maguina.
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En dependencia de su construccion, las fundaciones someras para maquinas con cargas
dindmicas suelen clasificarse genéricamente en los siguientes grandes tipos: fundaciones macizas
tipo bloques, fundaciones tipo cajones o caissons, fundaciones tipo marco con un deck superior
de vigas y losa apoyado sobre miembros verticales que forman marcos con las vigas del deck y

fundaciones tipo muro. Fig (7.17).

(a) Block-type (rigid) (b) Box-type
i ?//‘: S 4
%
7
v mIh i
(c) Wall-type (d) Framed-type

B -

{e) Flexible-type

Fig (7.17): Tipos comunes de fundaciones para maquinas.

7.12. Fundaciones del tipo blogue rigido.

Un blogue de cimentacion es una masa solida rigida de concreto reforzado, apoyada en un medio
elastico, generamente con aberturas requeridas, depresiones, pedestales elevados, recortes,
nichos de perno y proyecciones en voladizo extendidas. Las cimentaciones de bloque se

consideran rigidas en comparacion con el suelo sobre € gue directamente se desplantan, por |o
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tanto se supondra que bago la accion de fuerzas desequilibradas, solo sufren movimientos de
desplazamientos y rotaciones, a como se muestra en la Fig (7.18). El sistema de bloque rigido
posee seis grados de libertad, cuyo movimiento se puede resolver en tres componentes de
desplazamientos a lo largo de los tres ges, y tres de rotaciones a su arededor. De los seis
componentes del movimiento, latraslacion y larotacion sobre el e z ocurre independientemente
de cualquier otro componente.

Sin embargo, la traslacion a lo largo del e x y la rotacion alrededor del ge y asi como la
traslacion alo largo del gjey y larotacion arededor del gje x son movimientos acoplados. El uso
de este tipo de cimentacion depende principalmente de la calidad del suelo, y se disefian casi
siempre como estructuras rigidas, adoptando como criterio de disefio normalmente aceptado la
respuesta dindmica de la cimentacion, la que depende de la carga dinamica actuando en la misma,

delamasa, las dimensiones, y las caracteristicas del suelo.

Los parametros que influyen en el disefio de una cimentacién para equipo dinamico son: e centro
de gravedad; e momento de inercia de la base; e momento de inercia de masas; larigidez y €
amortiguamiento del suelo de fundacion. Los tres primeros son las propiedades geométricas del
sistema de cimentacion del equipo dinamico, mientras que los dos Ultimos son propiedades

|Z

[

Fig (7_18):Grados de libertad de una cimentacion del tipo bloque rigido

fisicas del suelo.
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Es necesario determinar el médulo de corte G y el coeficiente de Poisson v preferiblemente in
situ por evauacion dinamica. En la teoria propuesta por Barkan [83] se considera € suelo como

un resorte equivaente lineal no amortiguado, lo que requiere conocer el coeficiente de

compresion elastico uniforme Cz conocido como moédulo de reaccion de subgrado, definido

como la relacion del esfuerzo de compresion, entre e asentamiento eléstico; e coeficiente de

corte elastico uniforme G ; el coeficiente de compresion eléstico no uniforme CEI; el coeficiente

de corte elastico no uniforme Cy los que intervienen en la determinacion de larigidez del suelo

paralos diferentes modos de vibracion.

El coeficiente de compresion elastico uniforme es funcion del tipo de suelo y de la geometria 'y
forma de la cimentacion. No obstante, para propdsitos practicos se asume a menudo slo en
funcién del tipo de suelo.

Para las maguinas sobre cimientos de bloques, es suficiente usar formulaciones simples que son
ecuaciones de movimiento considerando e bloque como un cuerpo rigido soportado en un medio
elastico, es decir, suelo. Mientras que la mayoria de |os aspectos concernientes a laméaquinay la
cimentacion son satisfactoriamente atendidos por estos procedimientos, hay algunos aspectos,
como se detalla a continuacion, que no pueden ser completamente manejados por estos métodos
computacional es manuales. Uno de estos aspectos es la excentricidad de la cimentacion, laque en
caso resulte mayor que e valor permitido, e modo de vibracién vertica ya no quedard
desacoplado de los modos lateral y rotatorio (Barkan, 1962; Bhatia, 2008). Sin duda, es facil
escribir ecuaciones de movimiento para estos modos desacoplados, pero obtener soluciones
cerradas para esas ecuaciones no es tan simple, y los caculos pueden resultar compleos.
Ademas, obtener un historial de respuesta transitoria puede ser una tarea tediosa, aunque es

posible evaluar |a respuesta transitoria en cualquiera de las frecuencias definidas.
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A Typical Block Foundation FE Mesh

Solid Model A Typical Fan Foundation FE Mesh
{Portion below CGround Level not shown)

Fig (7.19): Foundations block solid model FE mesh. After Bhatia 2008.

Por lo tanto, se recomienda utilizar analisis de elementos finitos (FE), siempre que sea posible,
para incluir todos estos aspectos. Ademas, esto proporciona una fiabilidad mejorada debido al

menor numero de aproximaciones/ suposiciones.

Este recurso analitico también permite la visualizaciéon de formas animadas de los modos y la
visualizacion de la acumulacion de amplitud de respuesta y ubicaciones de concentraciones de

esfuerzos.

Por tal razén, un recurso analitico apropiado para este tipo de cimientos, consiste en modelarlos
con redes de FE, considerandose suficiente una malla gruesa para € blogue y una malla

relativamente més fina en las proximidades de las aberturas, los nichosy 10s recortes.

El modelo de un blogue solido de cimientos tipico y la malla se muestran en la Fig (7.19) tomada

de la Ref [67]. En términos generales, e modelado del blogue de cimentacion con elementos de
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blogues de 8 nudos o elementos tetraédricos de 10 nudos funciona razonablemente bien y se
considera lo suficientemente bueno. Un elemento solido de orden superior aumentaria el tamafio
del modelo, 1o que requeriria mas tiempo y potencia computacional, mientras que la mejora en
los resultados solo podria ser marginal. La eleccion del tamario del elemento es bastante subjetiva
ya que depende del problema. Por |o tanto, no es posible especificar pautas firmes con respecto a
la eleccidn del tamafio del elemento correcto que se aplicara a todos los tipos de problemas. Sin
embargo, €l juicio de densidad de malla 6ptima surgiria después de la experiencia.

Fig (7.20): Various methods of soil representation for FE modeling:
(a) soil represented by a set of three translational springs.
k., k.. k_.and three rotational springs. k.. k,. k.
applied at the CG of the base of the foundation;
(b) soil represented by a set of three translational springs.

k.. k. k_. applied at each node in contact with the soil
at the foundation base

After Ref [37]: K.G. Bhatia. Foundations for Industrial
Machines and Earthquakes Effects. 2008.
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El uso del andlisis FE se ha convertido en el estado del arte para € disefio de las cimentaciones de
méaquinas. Hay muchas formas para la representacion matematica del suelo. Aqui limitamos
nuestra discusion solo a dos formas que son comunes en |as practicas de gabinete para el andisis
y @ disefio de las fundaciones con FE. El suelo representado por un conjunto de muelles
equivalentes: dos tipos de representaciones se utilizan cominmente en € modelado FE de la
cimentacion: a) El suelo esta representado por un conjunto de tres muelles traslacionales y tres

muelles rotacionales, unidos a CG de la cimentacion, a como se muestra en laFigura (7.20a).

Este tipo de representacion arroja resultados para las frecuencias y amplitudes que se encuentran
de acuerdo con los calculos manuales (Barkan, 1962; Bhatia, 1981, 2006, 2008; Prakash y Puri,
1988). b) El suelo esta representado por un conjunto de tres resortes traslacionales, unidos a cada
nodo en la base de la cimentacién en contacto con el suelo, como se muestra en la Figura (7.20b).
Este tipo de representacion proporciona un limite superior alarigidez rotaciona general ofrecida
por €l suelo sobre los ges X, Y y Z (Bhatia, 2008). El suelo es representado como continuo: €
dominio del suelo en e verdadero sentido es un dominio infinito, y parafines de andlisis, se hace
necesario confinarlo a un dominio finito (Bhatia, 2008; Prakash, 1981). Las cuestiones generales
gue deben abordarse son la extension del dominio del suelo que se considerard para la
modelizacion; y s se debe considerar € dominio del suelo solo debajo de la base de la
cimentacion, en cuyo caso la cimentacion no esta incrustada, o si bien si se considera incrustada

en e dominio del suelo.

Para el modelado con FE, es bien sabido que un dominio estrecho con limites fijos no es probable
gue representen un comportamiento realista del suelo, mientras que un dominio muy grande daria
lugar a un problema de mayor tamafio. Por |o tanto, es necesario encontrar un valor optimo que
reflegge el comportamiento realista del suelo sin pérdida significativa de precision. Diferentes
disefiadores adoptan sus propias practicas basadas en la regla de pulgar, a decidir sobre la
extension del dominio del suelo que se modelara con la cimentacién. Se ha encontrado que €l
dominio de la extensién del suelo varia de tres a ocho veces €l ancho de la cimentacién que debe
proporcionarse. Cabe sefialar que tal consideracion es lo suficientemente buena Gnicamente para
propésitos académicos. En una situacion industrial real, ninguna fundacion podria permanecer
aislada de otras fundaciones de equipos / estructuras dentro de este dominio de suelo finito. En

otras palabras, muchas otras cimentaciones de equipos y estructuras, existirian dentro del rango



315

de tres a ocho veces la dimension de la fundacion en cada direccion X, Y y Z. Por lo tanto, €
comportamiento calculado de una cimentacién como independiente, es probable que difiera con
la cimentacion real. También es cierto que no es factible modelar todos los fundamentos de
equipos y estructuras de un proyecto de una sola vez, ni es necesario (Bhatia, 2008). Aqui
también, una malla que consista de los elementos sdlidos es lo suficientemente buena. Como €l
dominio del suelo es muy grande en comparacion con la cimentacion, se considera que una malla
relativamente més gruesa del suelo puede ser adecuada. Se puede adoptar un refinamiento del
tamano de lamalla, si se considera necesario, para casos especificos. La eleccion del tamafio del

elemento sigue siendo subjetiva.

También la decision precisa sobre € alcance del dominio del suelo sigue siendo un signo de
interrogacion. Incluso los académicos no han brindado una respuesta definitiva a este problema.
También es cierto que un ingeniero en gercicio, en vista de su horario apretado, no puede darse
el lujo de buscar el tamafio de dominio dptimo ni ignorarlo en & problema. Existen criterios que
consideran el dominio del suelo igual de tres a cinco veces las dimensiones laterales en el plano
de cada lado de la cimentacion y cinco veces alo largo de la profundidad, los que deberian ser
razonablemente buenos. El dominio de suelo finito se modela junto con el bloque de cimentacion
usando la idealizacion de FE. Las propiedades apropiadas del suelo en términos del modulo
elastico, modulo de corte y larelacion de Poisson estan asignados a suelo. Si € perfil del suelo
indicala presencia de medios de suelos estratificados, |as propiedades apropiadas se asignan a los
respectivos estratos de suelo, con una variaciéon en las propiedades a lo largo de la longitud,
ancho y profundidad del dominio del suelo.

Todas las fundaciones de la maguina estan invariablemente incrustadas en parte en € suelo.
Muchos autores han estudiado este efecto y han realizado diversas observaciones (Barkan, 1962;
Bhatia, 2008; Prakash, 1981; Richart y otros, 1970; Srinivasulu y Vaidyanathan, 1980; Swami,
1999). Algunos han informado que e empotramiento provoca un aumento en la frecuencia
natural, y algunos han informado que causa una reduccion en las amplitudes. En general, se ha
acordado que la insercién tiende a reducir las amplitudes dinamicas. La reducciéon de las
amplitudes podria deberse a cambios en la rigidez, cambios en la amortiguacion, cambios en la
participacion de la masa del suelo o sus combinaciones. Aqui nuevamente, este aspecto del suelo

no es cuantificable desde el punto de vista del disefio de la base de maguina para todos los tipos
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de suelos. Con fines de disefio, es recomendable que ignorar € efecto de incrustacién a calcular

la respuesta dinamica.

La amortiguacion es una propiedad inherente del suelo y su influencia en la respuesta a la
vibracion forzada es significativa durante las condiciones de resonancia o cas resonancia
(Barkan, 1962; Bhatia, 2008; Richart et al., 1970). Diferentes suelos exhiben diferentes
propiedades de amortiguacion, dependiendo de su composicion del suelo y otros parametros
caracteristicos. En el caso de las bases incrustadas, la profundidad de la incrustacion también
influye en las propiedades de amortiguacion. La amortiguacion del suelo comprende la
amortiguacion geométrica, y la amortiguacion del material. Mientras que la amortiguacion
geométrica representa la energia irradiada desde la base, la amortiguacion del materia representa
la energia perdida dentro del suelo debido alos efectos de la histéresis. En el contexto del disefio
de la cimentacion de la maquina, se ha informado que la contribucion de la amortiguacion
geométrica a los modos de vibracion oscilantes es de bajo orden en comparacion con los modos
de vibracion de traslacion y torsiéon. Se ha observado que la amortiguacion en € suelo es tanto
dependiente de latension como de la frecuencia. EI mismo suelo exhibe diferentes caracteristicas
de amortiguacién a diferentes niveles de deformacion y similar es la variacion con la frecuencia
de excitacion. En otras paabras, la amortiguacion del suelo no solo depende del esfuerzo, la
tension o la distribucion de la presion de contacto, sino también de la frecuencia de vibracion. La
representacion de la amortiguacion del suelo dependiente de la frecuencia no ha encontrado un
lugar apropiado en la industria del disefio para los problemas de disefio de la vida real (Bhatia,
2008). Por otro lado, la representacion en forma de amortiguamiento viscoso equivaente ha
encontrado mayor aceptabilidad. Debe recordarse que la amortiguacion desempefia un papel solo
durante laresonancia. Si se puede evitar laresonancia de la base con las frecuencias de excitacion
de la maguina en la etapa de disefio en si, laimportancia de |a amortiguaci 6n solo se puede sentir
durante laresonanciatransitoria. La consideracion de la amortiguacion de la radiacion geométrica
o dependiente de la frecuencia en las préacticas de la oficina de disefio no solo es dificil sino
también inconveniente. Las herramientas matematicas cominmente disponibles con la industria,

en general, no estan disefiadas para adaptarse a este tipo de amortiguacion.

Ademas, €l uso de herramientas analiticas de alta gama no se recomienda para fines de disefio en

vista de los apretados cronogramas del proyecto. En ausencia de datos especificados para el valor
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de amortiguacion de un sitio, €l coeficiente de amortiguacion igual a 8% a 10%, es decir, { = 0.08
a 0.1 podria considerarse de forma segura para calcular la respuesta en resonancia. Existen
incertidumbres asociadas con € uso del mddulo elastico estatico o el médulo elastico dindmico
del concreto para € disefio. Algunos autores y codigos de practicas recomiendan e uso de
modul os elésticos dindmicos, mientras que algunos sugieren e uso del modulo elastico estatico.
La diferencia es del orden de alrededor del 20%. Como €l médulo elastico dinamico depende de
la deformacion, y dado que las tensiones desarrolladas en la cimentacion durante las condiciones
de funcionamiento normales son relativamente de menor orden de magnitud, es recomendable el
uso del modulo éastico estatico para andlisis y disefio dindmicos (Bhatia, 2008). A veces se
encuentran juntas y panales frios en la superestructura de una cimentacién porticada. Ademés,
también se han observado grietas en la interfase viga-columna. Tales grietas tienen una tendencia
adar como resultado una rigidez menor y, por lo tanto, frecuencias mas bajas. Lalechada epdxica
0 cemento se usa para la reparacion de tales grietas. La pérdida de rigidez a causa de este
fendbmeno es bhien conocida, pero esto sigue siendo incuantificable. En vista de esta
incertidumbre, se recomienda mantener margenes ligeramente més atos para las bases sobre
gustadas. Las incertidumbres asociadas con los parametros de la maquina dependen de las
fuerzas dindmicas proporcionadas por |os proveedores, a veces, contienen un factor multiplicador
ficticio que da como resultado fuerzas dinamicas muy grandes (Barkan, 1962; Bhatia, 2006,
2008). Esto también afecta adversamente |a confiabilidad del disefio. Por |o tanto, es deseable que
el disefiador evalUe las fuerzas dinamicas en linea con el grado de calidad del equilibrio del rotor
y realice una verificacién cruzada con los datos dados para la maguina. También, deberd
considerarse €l angulo de fase de las fuerzas dindmicas pertenecientes a diferentes rotores.
Ademas, las fuerzas de desequilibrio daran lugar a dos pares con referencia a momento en
cualquier punto. Este fendmeno es comun a practicamente la mayoria de las maguinas, por lo
tanto, los modos de rotacion de vibracion de la cimentacion se excitan y pueden contribuir
significativamente a la respuesta mejorada. Por |o tanto, esta claro que aungue las fuerzas de
desequilibrio generadas tienen componentes solo en las direcciones X e Y, también generaran
momentos sobre los ges Y y X. Por lo tanto, resulta obvio que no es suficiente calcular
amplitudes para los modos de vibracion en las traslaciones Y y X; las amplitudes también se
deben calcular para € balanceo sobre € ge X asi como también para los modos de torsién
alrededor del ge Y paralos momentos asi generados.
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7.13. Métodos clasicos racionales para analisis de cimentaciones de
magquinas.

Serén expuestos los métodos clésicos racionales para determinar las fuerzas y los momentos,
correspondientes a cada uno de los seis grados de libertad dindmicos debidos a excitaciones
armonicas de estado estacionario. La eleccion de oscilaciones armonicas se hace porque muchas
maguinas generalmente producen fuerzas desequilibradas que de hecho varian armoénicamente
con € tiempo, como las generadas por motores rotatorios o reciprocantes, pero también porque
existen excitaciones que no son armonicas tales como las producidas por punzonadoray martillos

de forja, las que pueden descomponerse en componentes sinusoides mediante el andisis de

Fourier.
o
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Fig (7.21) Vibraciones en cimentaciones tipo blogque nigido.

Para determinar las acciones correspondientes a traslacion horizontal, excitacion vertical, cabeceo
o giroy torsion, se asume que € suelo es eléstico, homogéneo e isotropo, y dependiendo de la

accion que se considere, estara representado por su correspondiente constante el astica de resorte:
K en vibracion vertical, Ky en traslacion direccion X, K¢ en vibracion por cabeceo y Ky,

en vibracion por torsion. Fig (7.21).
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7.14. Vibracion vertical en el bloque de cimentacion.

Considérese € bloque de cimentacion de area A, mostrado en la Fig (7.22), sobre € que actia

una carga dindmica vertical P aplicada en su centro de gravedad. Los efectos del desplante del
bloque de cimentacion reducen las amplitudes de vibracion, no obstante para los propositos de
este andlisis dicho efecto sera despreciado, a como se aprecia en la figura (7.22b). El suelo se
representa por su rigidez vertica K figura (7.22¢), la idealizacion del sistema completo se

representa en la figura (7.22d). Los efectos del desplante y del amortiguamiento suelen ser
pequefios, por lo que seran despreciados. Para tales condiciones la ecuacion de movimiento del

sistemaeslasiguiente:

nme+Kz=Rsnwt  (7.22)

P, = PI} sin @t P .= PD sin ot
D[ v %
AN NN

(a) (b}
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(c} (d)
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Fig (7.22): Blogue de cimentacion excitado verticalmente.

Larigidez vertical del suelo puede expresarse en funcion del médulo de reaccion de subgrado,

como.

K,=GA (7.23)
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De modo que lafrecuencia natural del sistema es entonces la siguiente:

o= (K2 [GA (10
m m

Y laamplitud del movimiento es:

Posinwt
A=——0

- C,A-mw? (7.25)
A-

De acuerdo con laEc (7.24), laEc (7.25) puede escribirse como del modo siguiente:

Posinwt

Ap=—CO—— - (7.26)
m( 2 2)

W, —W

Donde:

Ay: Amplitud méximade lavibracion.
P

o: Fuerza dindmica maxima.

Wz : Frecuencia natural circular del sistema en vibracion vertical (rad/seg)

W : Frecuenciacircular de la maquina (rad/seg)

Laamplitud maxima ocurre cuando sinwt =1 y pude expresarse como:
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7.15. Vibracion horizontal en el bloque de cimentacion.

El cabeceo y e deslizamiento horizontal suelen ocurrir simultaneamente. El desplazamiento

horizontal en una cimentacion de area A ocurre cuando sobre ella actla una fuerza dinamica

horizontal B =Ry SNWt, acomo se muestraen laFig (7.24).

P, = Pﬂ s1n @t
e e ——

\Lm

S T N N PN
(b) X

Fig (7.23) Blogue de cimentacion sujeto a vibracion horizontal

La vibracion de la cimentacion en este caso es andloga a la vibracion vertical, siendo la constante

del resorte horizontal del suelo lasiguiente:

Ke=GA (7.29)

La ecuacion de movimiento del blogue es:

MR+Kyx=Rysnwt  (7.29)

Lafrecuencia natura del sistema es entonces la siguiente:



Ky  [CeA
Wpx =4[— =,/—— (7.30
nx m m (7:30)

Laamplitud del movimiento es:

B Posinwt

= m(WT—WZ) (7.31)

La amplitud méaxima ocurre cuando sinwt =1 y pude expresarse como:

A: Amplitud méxima de lavibracion horizontal.

B:: Fuerza dindmica méxima horizontal.

Whx: Frecuencia natural circular del sistema en vibracién horizontal (rad/seg)
W : Frecuencia de la maquina (rad/seg)
X: Desplazamiento horizontal de lacimentacion

X: Aceleracion dela cimentacion

322
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7.16. Vibracién por cabeceo en el blogue de cimentacion.

Considerando un bloque de cimentacion de area A, apoyado directamente sobre el suelo, excitado

por un momento dinamico My = M Sinwt actuando alrededor del gje'y, en el plano XZ, acomo

se muestra en laFig (7.24). Se asume que la cimentacion es simétrica respecto a ge'y, € centro
de gravedad de la méquina y la cimentacion coincide con e centroide de la base, €l cua se ubica
en el punto O centro de vibraciones por cabeceo.

Si no ocurre deslizamiento Unicamente habra rotacion £ del blogue alrededor del ge Y que pasa

por O y es perpendicular a plano de vibraciones, entonces el sistema posee un solo grado de

libertad en giro. Los momentos que actlan en la cimentacion, alrededor del centro de rotacion,

son: momento por reaccion del suelo MR’ momento por excentricidad del peso del bloque de

cimentacion Myyy el momento externo aplicado My, .
Momento por reaccion del suelo MR:
M 4 :—J';dR-dAJ :—L(CflfdA)-I = —C; ~f£dA~I2 =-C;If (7.33)

El signo negativo indica que este momento actla en direccion anti horaria
My, =Mqsinat

/7 A\
|
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Fig (7.24): Blogue de cimantacion excitado por vibracinnes de cabeceo
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Las variables que interviene en laEc (7.33) son:

dR : Reaccién del suelo actuando en una pequefia érea dA

|: Distancia desde dA hasta el centro de rotacion O.

f: Desplazamiento angular del blogue en radianes

I: momento de inerciadel area de contacto alrededor del gje y que pasa por € centroide de la base
0.

G Coeficiente eléstico no uniforme acompresion.

Momento por excentricidad del peso del blogue de cimentacion My,

My=W-LF (7.39)

Este momento actlia en sentido horario.

Momento externo aplicado M y

My =Mgsnwt  (7.35)
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La ecuacion de movimiento arededor del centro de rotacion es de la siguiente forma:

M =DM (7.36)

Donde:

Mrr05 Momento de inercia de la masa de la maquina y de la cimentacion alrededor del ge

rotacion Y perpendicular a plano de vibracion que pasa através del area de contacto de la base

f : Aceleracion angular del blogue de cimentacién

Sustituyendo estos valores en la Ec (7.36) tenemos:

Mosinwt—Celf+WLF =M f  (7.37)
Reagrupando términos se tiene:
M_f +f(CfI —\NL) ~Mgsnwt (7.39)

Lafrecuenciaangular es:

[Cel -WL 7,39
W= |[—— 7.
nf

IVImO

Y el giro méximo por cabeceo esta dado por:
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A = Mo 5 (7.40)
Mmo(an_W)

N

Donde:

A Amplitud méximade lavibracion por cabeceo, en radianes.

Mg: Momento méximo.
W, - Frecuencianatural circular del sistema en vibracion por cabeceo.

W : Frecuencia de la méaquina (rad/seg)

Si se compa la Ec (7.39) con la Ec (7.24) se infiere por analogia que la constante del resorte no

uniforme a compresion es:

Ke=Cel (7.4

Donde:

K¢ : Rigidez del suelo en vibracion por cabeceo.
G Coeficiente eléstico no uniforme a compresion.

| : Momento de inercia de la planta del bloque de cimentacion
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7.17. Vibracion por torsion en el bloque de cimentacion.

Ahora sera considerado el bloque de cimentacion mostrado en la Fig (7.25) sujeto a un momento

torsionante aplicado en la cara superior.

M_ = _-U'{] sin ot

-
[

"II
P

2

N

N
e
G| !

5

et

v,

ISR —-—

Fig (7.25): Bloque de cimentacion excitado por un momento de torsion.

Despreciando |os efectos de amortiguamiento, la ecuacion de movimiento es:

My +Gy iy =Mg,sSnwt  (7.42)

En donde:

Mz : Momento de inercia de la masa de la maquina y la cimentacion alrededor del eje de

rotacion Z.

Jz: Momento polar de inerciade la base de la cimentacion.
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Yy : Angulo detorsion de la cimentacion en rad.

Cy : Coeficiente €l astico no uniforme de cortante.

Lafrecuencia natural de vibracion es:

Wy, = 2= (7.43)

En laEc (7.43) la constante del resorte no uniforme del suelo a cortante es:
Ky = C3, J,  (7.44)
El méaximo desplazamiento angular por torsion es:

M,
Mmz(w2 —W2)

Ymax = (7.45)

ny
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7.18. Cimentaciones porticadas.

Las cimentaciones porticadas se utilizan para maguinas de ata velocidad y tienen la
particularidad de tener la parte superior no rigida y comprenden una cimentacion de losa, un
conjunto de columnas que esigual a numero de reticulas y una plataforma superior gue consiste
en vigas y losas longitudinales y transversales. La plataforma superior esta hecha de concreto
reforzado con aberturas requeridas, depresiones, pedestal es elevados, recortes, nichos para pernos
y proyecciones extendidas en voladizo. En ciertos casos, también pueden proporcionarse cartelas
entre las columnas y la plataforma superior. Hay muchas maneras de representar e modelo de
una cimentacion de marco, el que se puede modelar utilizando los el ementos de viga, € ementos
de cascara, el ementos solidos o una combinacion de todos ellos. Los modelos con |os elementos
solidos, asi como los elementos de viga y cascara se muestran en las Figuras (7.26a) y (7.26b),
respectivamente. Cada estilo de modelado, sin embargo, tendréa limitaciones asociadas. Por
giemplo, al modelar utilizando los e ementos solidos, es posible que no se puedan obtener los
momentos de flexion y las fuerzas de corte en las columnas, vigas y losas, que son necesarios
para el disefio estructural de estos miembros. Cuando es posible obtener |os momentos de flexion
y las fuerzas de cortante en los miembros de flexion como vigas, columnas, losas, etc., €
modelado no permitiria la inclusion de los efectos, como cartelas, depresiones, recortes, bloques
levantados, proyecciones, etc..., como se muestra en la Figura (7.26c). Se puede observar que una
malla FE de cimentacion de marco con todas las aberturas, nichos, recortes, muescas, €tc.,
aunque es factible, es basicamente indeseable debido a que puede aumentar innecesariamente €l
tamario del problemay, por lo tanto, € tiempo computacional sin ninguna ganancia significativa
en los resultados. Solo los elementos que contribuyen significativamente a la rigidez y la masa,
como las grandes aberturas, las depresiones importantes, etc., deben tenerse en cuenta y
modelarse en detalle, mientras que los elementos como nichos, muescas pequefias, etc. podrian
ignorarse facilmente durante el modelado. Dado que el deck superior y lalosa de la cimentacién,
son modelados con elementos de cascara, refiriendo sus ubicaciones en € centro de sus
espesores, |0 que por lo general da como resultado un aumento de la altura de las columnas,
haciendo que € sistema sea maés flexible que e prototipo. Por lo tanto, es necesario hacer
modificaciones para superar esta deficiencia. Similar es el caso ad modelar la maguina. Se

recomienda el uso de enlaces rigidos para cubrir tales deficiencias. Aqui nuevamente, una malla
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gruesa para la base en general, y una malla relativamente més fina en la vecindad de aberturas,
depresiones, pedestales elevados, huecos y recortes se considera adecuada. Sin embargo, € juicio
de ladensidad de malla Gptima solo surgiria después de la experiencia.

Sobd Maodel (a) Solid Elements
Drometre Model (b) Shell & Beam Elements

o
4
~
b

FE Mesh

-

() A Typical Top Deck View
Openings, notches, cutouts, pockets el

Fig (7.26): Frame foundation—solid element model and shell-beam model
After Ref [37]: K.G Bhatia Foundations for Industrial Machines and Earthquake Effects. 2008.
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8. EJEMPLO DE APLICACION DE UNA CIMENTACION TIPO
BLOQUE PARA DESFIBRADORA DE CANA.

ANALISS ESTRUCTURAL DE CIMIENTO PARA DESHBRADORA SIMISA TIPO COPS 5 PARA
INGENIO CASUR

Gilberto Lacayo Bermudez

Granada Nicaragua mayo 2015.
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8.1. Introduccion.

Mediante d presente andiss, sera dimensonado d sstema de cdmentacion goropiado parala desfibradora de
cafia Smisatipo Cops 5, parad Ingenio azucarero Caaur, en Rivas Nicaragua. Este andiss hacondgderado la
informacion geométrica, las caracterigticas dinamicas del mator y la desfibradora, asi como las condiciones
geotécnicas dd Sitio donde seran emplazadas las maquinarias. Por tratarse de una desfibradora con rotacion
angular de 66rad / seg accionada por un maotor de 1500 HP con rotacion de 62.86rad / seg

El andiss dinamico s redizado condderando un moddo interactivo compuesto por las maquinas, la
camentacion y d prisma virtud dd sudo, consderado éste como un medio dagtico homogéneo, e iatropo,
segln lo edablecido en la Teoria dd semi — espacio dédtico. El cuerpo rigido de un bloque de
cimentacion tedricamente apoyado en un medio elastico, tiene rigurosamente seis grados de
libertad. Sin embargo pueden establecerse modelos mateméticos de uno, dos y hasta tres grados

delibertad, sin afectar sensiblemente | os resultados.

Para anadizar dindmicamente una fundacion sometida a vibraciones, se puede establecer un
modelo de un grado de liberta consistente en un elemento de masa, un resorte y un amortiguador.
Conociendo la masa, la constante de resorte y la relacion de amortiguamiento, puede
determinarse la respuesta de los diferentes modos de vibracion, para cuaquier fuente de
excitacion dindmica que solicite dicho sistema. A pesar de la sencillez analitica del oscilador
simple masa-resorte- amortiguador €l aspecto sustantivo a considerar para este modelo discreto,
radica en la determinacion de valores confiables para sus parametros constitutivos expresados
mediante la masa, constante de resorte y relacion de amortiguamiento. A partir de los trabajos
publicado en (1936) sobre la “Teoria del semi—espacio elastico” realizado por Hans Jacob
Reissner, (1874-1967), la evaluacion de estos pardmetros se ha hecho mas confiable haciendo
uso de esta teoria, la cual considera a sistema como un oscilador de disco rigido soportado por
un cuerpo elastico, isotropico, homogeneo y semi—infinito. A partir del trabgo de Reissner,
diferentes investigadores demostraron que mediante la aplicacion de la Teoria del semi — espacio
elastico, pueden obtenerse soluciones para la idedlizacion del sistema dinamico como un

oscilador simple masa-resorte-amortiguador de un solo grado de libertad.

Los resultados empiricos obtenidos mediante la realizacion de ensayos de campo realizados en
model os de fundaciones, han corroborado que existe bastante concordancia entre los resultados
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experimentales y tedricos de respuesta a vibraciones empleando la Teoria desarrollada por
Reissner.

Findmente sera redizado d andisis sismico modd espectrd, de conformidad con d RNC-2007, mediante d
cud e verificarlaegabilidad contrad volteo, consderando quelos pedestdes estardn a3.678 m sobred piso
sobre los que se gpoyan la desfibradora, d motor y @ tambor de dimentacion de tandem. Para estos efectos
sarén consderadas como principaes fuentes de amenaza sismica, los eventos originados en la zona de
subduccion, dd graben y los dd sstema de estructuras geol dgicas identificadas como fuentes Ssmo genétices
cercanas.
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8.2. Anadlisis dinamico de la cimentacion
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Los efectos Sismicos trangtorios, seran condderados en periodos en intarzafras, para determinar posibles
efectos dinamicos en d ostilador ample masaresorte-amortiguador, consderando los pedestdes que
sobresden dd nive dd piso, y las maguinas sobre |os que se gpoyan También serén condderados |os efectos
sismicos conjugados con los debidos d régimen dindmico edtacionario de operaciones, condderando la
probabilidad de ocurrenciasismicadurante d periodo de zefra

El ambiente geotécnico donde sera cimentada la obra, es descrito en e Informe realizado por

Dysconsa, en enero del 2015.

Las dimensiones de los pedestales estan previamente definidas en la geometria proveida por €l
Propietario de la obra, a partir de las cuales seran determinadas las dimensiones de |la zapata,

verificando que las presiones estéticas y dinamicas, seran transmitidas a suelo, sin exceder valor

admisible q_, = 1,80k_92 indicado en el estudio geotécnico. Segun los gréficos obtenidos en
cm

las dos pruebas de penetracidn, la cimentacion de la desfibradora, transmitird las presiones de
contacto en un estrato limo arenoso con particulas de arcilla color gris oscuro, de ata compacidad

asociada a un numero de golpes por pie N = 40.

El estrato de desplante exhibe indices de plasticidad con valores de 6, en ambos sondeos, 10 que
sugiere la necesidad de realizar una mejoria de 30cm con concreto de 140 kg/cm? en toda € area

de contacto, considerando sensibilidad al remoldeo por las vibraciones inducidas.

El peso de la fundacién y e tamafio del area en contacto con el suelo pueden ser seleccionados
de tal manera que cumplan con los siguientes requerimientos: la presion total sobre e suelo no
debe exceder la capacidad de carga del suelo; la fundacion no debe rebotar sobre el suelo,

condiciones que pueden expresarse de la siguiente manera:
Gest * 9dyn = Yadm  Yest ~ Yayn

Para la considerar las presiones de contacto y |os asentamientos, transmitidos a suelo, debidos a
los efectos dinamicos inducidos por las méaquinas, sera determinado € factor de transmisibilidad,

que se define como la relacion de la fuerza o momento realmente transmitido y la fuerza o
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momento generado por la méaquina, para su determinacion es necesario conocer e factor de
amplificacion dinamica, el amortiguamiento total y las frecuencias en vibracion forzada y natural

del sistema interactivo maguinas-cimiento-suelo.

Para redlizar e analisis dindamico, sera considerado € modelo del Semiespacio eléstico, de
profundidad infinita, homogéneo e isotrOpico y cuyas propiedades tensionales pueden ser
definidas generalmente por dos constantes, el modulo de corte (G) y larelacion de Poisson (v ).
Seguin este modelo la disipacion de la energia es debida fundamentalmente a la radiaciéon y al
amortiguamiento geomeétrico. Para este modelo tanto la rigidez del suelo como e
amortiguamiento producido, dependen de las caracteristicas elésticas y de la frecuencia de las
cargas dindmicas, 1o que torna muy complejo el andlisis. Para los propdsitos préacticos, en los
algoritmos empleados en e andlisis, se han desarrollado aproximaciones del modelo del
semiespacio considerando que la rigidez del suelo es una constante lineal y e amortiguamiento
Viscoso es también constante, ambas independientes de la frecuencia de las cargas para cada
modo de vibracion. La consideracion del semiespacio elastico, es valida para fundaciones
aisladas, mas no para dos fundaciones vecinas cercanas. Sin embargo, experimental mente se sabe
que para zapatas individuales larigidez del sueloy el amortiguamiento geométrico disminuye por
la presencia de fundaciones cercanas. EI modelo interactivo maguinas-cimiento-suelo, agui

mostrado, basado en la Teoria del semi — espacio elastico debido a Reissner, serd empleado en €l

andlisis dindmico del sistema suel o-fundacion.
i, -
=
= "Eu-'-way P S
I\ R B D e, X =
ORI | 15 . | . E1
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La constante de resorte, también se le puede llamar constante de rigidez, es e parametro mas
importante entre los utilizados en un sistema de un grado de libertad. Las expresiones para las
constantes de resorte tedricas para los modos de vibracion vertical, horizontal, rotaciones en los
gjes horizontales y en gje vertical se dan en las expresiones siguientes. Aqui se presentan las
formulas para el célculo de la constante de resorte obtenidas mediante la teoria de el asticidad para
fundaciones circulares y rectangulares apoyadas en la superficie de un semiespacio el éstico. Estas
formulas son desarrolladas por Suresh (1979) en el libro “Desing of Structures and Foundations

for Vibrating Machines”

Para las Zapatas Rectangulares con ancho B y longitud L, tenemos las siguientes formulas para

determinar larigidez elastica para cada modo de vibracion:

_G-bz-Nz-v/B-L

1-n

Vertical: K2

Horizontal: Ky =2(1-n)-G-by-Ny-+vB-L

:G-ty |\5/ .(B.L)Z

1-n

Rotacion horizontal: Ky
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Toundations for Vibrating Machines™

En estas expresiones G es € moédulo de rigidez a corte del suelo, b es un parametro

adimensional que depende de la relacion largo ancho de la zapata, N es e factor de
enterramiento, y N es el moédulo de Poisson.

Estas formulas son aplicables en fundaciones colocadas a poca profundidad. La profundidad de
enterramiento de la fundacion incrementa la frecuencia natural, pero este cambio no es

significativo hasta que la profundidad es similar a ancho de la base.

Para zapatas rectangulares, los valores de 3 se obtendrén con las curvas contenidas en los

graficos en funcion de | as relaciones largo ancho de la cimentacion.
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Las dimensiones en planta de la zapata son L =10.92my B=6.03m %:1.81, del grafico

obtenemos bz=110 by=050 vy by =060 Los radios equivalentes, relacionan una

fundacion de radio circular g Con unazapata rectangular de dimensiones B-L

Radios equivalentes para vibracién vertical y horizontal: 0= % =4.58m
., . . L-B3
Rotacion horizonta: r, = 4 =2.00m
B- L( B+ L2)
Rotacion vertical: Ty = —= =4
6-p

Los coeficientes de enterramiento para una profundidad de desplante d; =3.50m para un valor

n =0.40 parael modulo de Poisson del suelo, son los siguientes.

1+0.61(1-n)d
I'-O

Vibracion vertical: N, = L-1.04

1+0.55(2-n)d,

Vibracion horizontal: Nh = =0.89

o

3
d d
Rotacion horizontal: Ny =1+1.2(1—n)-r—f+ 0.2(2n)-£r—f] =1.69
0 0

El efecto del incremento de la frecuencia de vibracion con la profundidad de desplante, cobra
importancia a partir de una profundidad similar al ancho de la cimentacion. Para nuestro caso este

cambio no es significativo debidoaque d, < B

f

Determinacion de las constantes el asticas de resorte.
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El estrato de fundacién, segin el informe geotécnico, exhibe una composicién limo arenosa con
particulas de arcilla color gris oscuro, con nimero de golpes por pie de la prueba de penetracion
estdndar N =30-40

RESISTENCIA AL CORTE DE LOS SUELOS COHESIVOS

Hmshm.:la ala Puscripoion de a GDII'EFI‘ESIMH
Penetracion (N) e Simple
; Consitencia 3
{golpes/pie) (Kg /em”}
<2 Muy Blanda <0.25%
2-4 Blanda 0.25-0.50
4-8 Media 0.50-1.00
B-15 Compacta 1.00 - 2.00
15-30 Muy Compacia 200-400
> 30 Dura >4 00

Lo que permite clasificar dicho estrato con compacidad dura, de conformidad con la clasificacion
establecida en dicho informe.

kg

Para estas condiciones, es valido asociar un médulo derigidez al corte G= 750?

Tipo de Suelo Modulo de Corte Kg/cm2

Granito 307.944 48 - 38176679
Piedra Caliza 172.955 12 - 318.490 53
Piedra Arenisca 112.194 21 - 240 449 80
Arena Compacia 760,72-131826
Arena medio compactada 568,78-1.000 47
Arena sin compactar 38177 - 74596
Arcilla Dura 748,07 - 1.018,75
Arcilla Medio Dura 487 93 - 748,07
Arcilla Blanda 23904 - 487 93

Distintos valores de el modulo de corte G para diferentes tipos de suelos.

Fuente: KRAMER., 5 L. “Geotechnical Earthquake Engineering”,
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_GebyNy/B-L _750-110-104-6039002 o0t
1-n 0.60 " om

Vertical: K,

Horizontal: K =2(1+n)-G-b, Ny -vB-L =2-1.4-750-0.50-0.89-/603-1092 = 758.31-—
cm

Determinacion del amortiguamiento del sistema suelo fundacion.

El amortiguamiento en un sistema suelo-fundacion consta de un componente geométrico (el que
se obtiene mediante este modelo), €l cua muestra la medida de |la energia radiada fuera de la
regiéon de la fundacion y uno material (el del suelo), que revela la medida de la energia perdida
como resultado de los efectos de histéresis. Al primero se le conoce como “relacion de
amortiguamiento geométrico” y al segundo como relacion de amortiguamiento interno propio del

suelo.

El amortiguador de un sistema de un grado de libertad representa la capacidad de
amortiguamiento del suelo en € sistema suelo—-fundacion. Para el caso de suelos no cohesivos
secos 0 relativamente secos, la pérdida de energia es debida a la friccion entre las particulas
minerales del suelo. En caso de suelos saturados 0 himedos, 1a pérdida de energia es causada por
el movimiento relativo entre la matriz del suelo y e fluido intersticial. Las relaciones de
amortiguamiento geométrico pueden ser calculadas a partir de las relaciones de masa o de inercia
tal.

A continuacion se presentan las formulas para calcular las relaciones de masa, para cada uno de

|os modos de vibracion:

t

Se ha considerado para e suelo un peso unitario de g =1.60 n‘? y un modulo de Poisson

n =0.40



El peso total de las maquinas més la cimentacion V‘{ es el siguiente:

Peso de lacimentacion W
Peso deladimentacion paraun desplante d; =3.50m

Volumen debgo dd nive dd piso.

Dimendonesenplanta B=5.03m L =9.92m

Alturadesde el nivel del piso, hastael nivel superior de zapata: H = 2.50m

Peso del bloque: W =124.74- 2.40=299.38n7

Dimensiones de la Zapata: B=6.03m L =10.92m D =1.0m

Peso de lazapata: W, =66.85-24=1803
Peso de |os dos pedestales sobre el nivel del piso

R:B=2645mL =508mH =3678m
W, =4894-24=117.46

R,:B=508mL =6217mH =3678m

W, = (114.99- 20415-10.89)- 24=179.27

Volumen de concreto: XV, = 314.23m°

342
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Peso total de lacimentacion: ZW = 794.1%

Peso del motor segin el fabricante VY, =11.6X

Peso de |a desfibradora W, =2-10.0t/ cgjinste=20.(t
Peso del tambor alimentador Wy =40t

Peso total cimiento y maquinas: VW =>W =754.15+ 35.60=789.7%

Relaciones de masa:

e szz(l_n) W :0.60[ 785.75 jzo_ﬁ
4 (g.r3] 4 (16.4583
Horizontal: = (&) | 4 b Lo
- *h [32(1-n)] g-ro3 192\ 16.458%)

Relaciones de amortiguamiento geométrico, para los diferentes modos de vibracién.

Vertical: 0.425-a,
D,=———Z%2
Sz
0.288-61h
Horizontd : Dh =

En estas ecuaciones € efecto del enterramiento queda reflgjado en los factores N. Los factores a
son coeficientes de la relacion de amortiguamiento para considerar € incremento que

experimenta e amortiguamiento geométrico debido a enterramiento efectivo. Las formulas para
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calcular los coeficientes de la relacion de amortiguamiento, para cada uno de sus modos de

vibracién son |as siguientes:

el
| '0 )] 2140764

Vertical: a- = =1.60
z JN, J1.04
dy
1+1.9(2—n) N
0 4.04-0.764
Horizontal: a,. = = =3.27
h /Nh J0.89

Para estos valores de @ y de las relaciones de masas; las relaciones de amortiguamiento

geométrico por enterramiento de la cimentacidn, para cada modo de vibracién, son |os siguientes:

Vertical: D, - 0.425-a, _ 0.425-1.60 _0.775

s Jor

0.288-a;, 0288327

& o

Considerando que la relacion de amortiguamiento interno del suelo es DI =0.05 larelacion total

Horizontal: Dh = =094

de amortiguamiento para cada modo de vibracion son las siguientes:

D, =Dz+D =0.775+0.05=0.78

Dth =Dy, +D; =0.94+0.05=0.99

h
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Tipo de suelo Di
Arena y grava secas 0,03 a 0,07
Arena seca y saturada 0,01a0,03
Arena seca 0,03
Arenas y gravas secas Yy saturadas 0,05 a 0,06
Arcillas 0,02 a 0,05
Arena sedimentada 003a01

Valores tipicos de amortiguamiento interno. Fuente: RICHART, F.E

*Vibrations of soils and foundations®™.
Efectos resonantes.

La frecuencia resonante f, = __n se genera para € sub amortiguamiento en alguno de los

V1-2.D?

modos de vibracion, o sea parala condicion:

J2

foe N1 0. D2=0—>D=7=0.7071

V1-2.D?

Los modos de vibracion vertical y horizontal exhiben valores de amortiguamiento Dy, > 0.7 y
Dth > 0.7 por tanto € sistema suel o-cimiento es sobre amortiguado, paralos modos de vibracion

vertical y horizontal, por o que no existe resonancia.

Calculo de las frecuencias natural es.

2
789.75 _ ) ot 520

980 cm

Verticd: wy, = \f /11525‘9 — 38, 08@

fZ =3§3.@FP|\/|

m=
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Horizontal: w \/7 ,/ 75831 =30. 79@
0.80

f, =294RPM

h=

rad
Calculo de los factores de amplificacion dinamica parala desfibradora W y = 66— = 630RPM

SsY

Se define como la relacion de la amplitud dinamica de la masa a una frecuencia dada y la

amplitud que se obtendria si 1a fuerza dinamica se supusiera estética. X _ X

FO/k Xest

DIAGRAMA $.- AMPLIFICADOR DINAMICO
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CARGAS DINAMICAS INDUCIDAS
POR LA DESFIBRADORA COP 5 - SIMISA

A
CARGAS ATUANDO EM CADA MAMCAL

ESTATICA:
PES0 PROPRIO: 10 fon

DINAMICA:
FORCA RADIAL: (1) 30 # (CARGA ACIDENTAL)
FORGA RADIAL: (2) 5 #f (CARGA DE TRABALHO)
VELOCIDADE EFETIVA MAXIMA DE VIBRAGAO:

47,1 mm/s (PARA FORCA RADIAL (2))

4,50 mm/s (PARA FORCA RADIAL (1))
GIRANTE COM ROTAGAO DE: 66 rud/seg (630 rpm)
INERCIA DO ROTOR: GO* = 7900 kgf x m’

Vertical:
21
2)? 2| 66 V| 66 \ E
D, L |=|{1-| X L 4l2p XL - 1-(—j +(2-0.78-—j ~0.30
fr fr fr 38.08 38.08
Horizontal;

21
2 2 66 V| 66 \ E
D | WV ol | WU, opW - 1—(—J +(2-0.99-—j ~0.18
hi . fr fr 30.79 30.79

Calculo delos factores de transmisibilidad para la desfibradora.

2 2
w w 66
vatica: Tl Y |=p,. [1el 2.0, | =030 |14/ 2.078 -2 | -086
ertical Z(fn] Z\/ [ anj \/ ( 38.08)

2 2
_ _ W wo| 66 B
Horizontal: Tz[f_nj_ Dh-\/l+[2- th—nJ 0'18'\/1+(2'0'99'ﬁ) =0.78

347
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Calculo delos factores de amplificacion dinamica para el motor

_J[_

PROYECCION DE|
MOTOR FUTWURO

FRAME 6368 SU
1,500HP - 600RPM

| . [l

Vertical:

1
s

ol | o) | ] (o3 o

Horizontd :
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2 1

2) 2 2] 2
11 62.857 N 2'0.99'62.857 019
30.79 30.79

Para cuantificar los efectos dinamicos transferidos al suelo debidos a las maguinas rotativas,
desfibradora y motor, seran empleadas las cargas dinamicas especificadas por e fabricante de
dichos equipos, las que seran trasladadas al centro de gravedad del sistema, para cuantificar las
presiones de contacto transmitidas al suelo.

Calculo delos factores de transmisibilidad para el motor.

2 2
T, Y =D, 14| 2D, | =032 1+(2-0.78-—62'857j -0.88
fn fn 38.08

2 2
T ¥ _p . 1+l2D. Y| —019 1+(2-o.99-@j ~0.79
hif,) h ht, 30.79

Esfuerzo transmitidos al suelo.
Cargas transmitidas a la cimentacion.

Para el régimen estético, se consideran |as siguientes cargas.

Peso de lacimentacion We="794.15

Peso del motor seguin el fabricante VY, =11.6X

Peso de la desfibradora Wd =2-10.0t / cojinete = 20.0t
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Para el régimen dindmico de servicio se consideran las cargas dadas por € fabricante del equipo:

Fuerza axial inducida por €l motor W dynm = 2-24.47t | cojinete = 48.94t
Fuerzadindmicaradia inducida por la desfibradora W dynd = 2.27.22t | cojinete = 54.44t

Cargas totales transmitidas al suelo de cimentacion:
Estéticas Weg: =785.7%t

Cargas dinamicas verticales transferidas a cimiento por la desfibradora segin especificacion del

fabricante del equipo.

o . o . 2 . . —_—
deax _rrb a=np-w--e coswt = 54.44t
=0.86-54.44 = 46.82t

Waynd

Cargas dinamicas verticales transferidas al cimiento por € motor segin especificacion del

fabricante del equipo.
Fermax :nb.a:rrb-wz-e-coswt =48.94t

Wdynm =0.88-48.94 = 43.07t
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225 KN r O\ 47\ 225 KN
— "—--—""f —

240 KN L { W=11600ikg | 240 KN
1.62m
| 1.82m

CARGAS DINAMICAS INDUCIDAS POR
EL MOTOR ELECTRICO SOBRE LA CIMENTACION

Las cargas dinamicas serdn afectadas por €l factor de transmisibilidad vertica para ser
superpuestas con las cargas debidas a régimen estatico, y obtener las presiones de contacto

transmitidas al suelo de cimentacion.

A=6.03-10.92 = 65.85m?
Ga :78975:

Ajin = 0.86-54.44+0.88- 48.94 = 89.8%9t

Presiones transmitidas al suelo por excentricidades respecto al C.G de la cimentacion.

Localizacion del punto de aplicacion de las cargas del conjunto cimiento — maguinas para las

cargas estéticas y las dinamicas transferidas:

_ 7.53:11.60+3.59-4.00+1.50-117.46 + 7.55-179.27 + 5.46-457.41+ 3.59-20.0+ 7.53-43.07 + 3.59-46.82 _ & o
- 879.63 7

_ 3.015-754.14 +2.05-4.00+3.60-11.60 + 2.43-20.0 + 2.43-43.07 + 2.43-46.82 _ 5 g,
Yw = 879.63 -

Coordenadas del punto de aplicacion de las carges: AN =5.53m M:Z.%m

W(5.53,2.94)
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Coordenadas del centroide geométrico

~ 5.46-49.897+10.06-1.50+31.27-7.55+ 5.46-65.847

=5.62m
157.04

3.015-49.897 + 3.015-10.06 + 3.015-31.27 + 3.015-65.847 473.578

Ve = - = 3.015m
157.04 157.04

xx=562m y.=3015m C(546,3015)
Excentricidades: 6 =5.62-546=0.16m ey = 3.015-2.94=0.0/5m
Momentos de inercia y médulos de flexién de la zapata:

6.03-10.92° 4
I y= —  =654.34m

12

6.03-10.922 3

Sy =——=119.84m
2

= 10.921 26.033 _100.50m? 5, 10.9266.03 66173

Esfuerzos flexo compresivos biaxiales transmitidos a estrato de cimentacion.
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¥
3.59 i i
@ . s
=B o
I%i.{-} s ._l
— - R .
2 | —— | T &
- . C(5.623.015) - g 22 SN .2 @
o . =
W(5.53,2.94) ¢ m.':i | =]
& ‘ Bt
E . L ... : Ll .. #
7 e
» X
1.50 3.96 2.07 339
W =879.64
qs(x,y)=zV\{+ZV\{ X xt W-ey _ 87964 A 87964016  879.64-0075

x = x Xx
B-L ly I 6.03-10.92 654.34 199.52

Os(X, y) =13.358+0.215x+0.33y

Las presiones debidas a las cargas estaticas y dinamicas, no exceden a la presién admisible
establecida en € estudio geotécnico del sitio donde sera construida la cimentacion del
desfibrador.

t t
0.16 ‘6. 0,075j Osmax _15'53?<18'0F

1092 6.03)

ds(% y)= 13.358-(1J_r 6

t
qsmi n = 1119?



(m) Deseripeién LL [ IP | %<4 ]| % <200 SUCS
Sondeo No. 1
0.00— 091 Limo Arcilloso n:f-e Alta Compresibilidad Con 55 |24 | 100 72 MH
Arena, Color Gris Oscuro.
0.91-1.83 | Arcilla Con Arena, Color Gns Claro. 45 |29 (100 ™ CL
Limo Arcilloso de Alta Compresibifidad Con
183274 Ao, Calon Gt Oscurn. 55 |24 [ 100 72 MH
Limo Arcilloso de Alta Compresibilidad Con
274-320 B Gl Bl 50 113|100 76 MH
Limo Arenoso Con Particulas de Arcilla, Color
320-41 | ors Oscuro. 399|100 & ML
411503 g.r:sna Limosa Con Particulas de Arcilla, Color 11 | 6 | 100 M
503549 | Arena Limosa, Color Grs Oscuro. NP [WP|100] 37 M
Arena Limosa Con Particulas de Arcilla, Calor
549-640 Gris Claro Con Punios Blancos. 47 | 7 | 100 48 M
Sondeo No. 2
Arcilla Compacta de Alta Compresibilidad Con 100
ae--amn #rena, Color Gris Oscuro. #5 L
091-2% Llr_m:- Arenoso Con Particulas de Arcilla, Calor 100 55 ML
Gris Claro.
Limo Arenoso de Alta Compresibilidad Con 100
AR08 Particulas de Arcilla, Color Grs Oscuro. 5 N
2.74 - 3.66 | Limo Arengso Con Arcilla, Color Gns. 100 | 52 ML
Limo Arenoso de Alta Compresibilidad Con 100
184N Arcilla, Color Café Claro. & N
Arena Limosa de Alta Compresibilidad Con 100
4 11 -4 57 | Particulas de Arcilla, Color Gris Con Puntos 49 M
Blancos.
A57_579 Arena Limosa, Cofor Gris Claro Con Puntos 100 19 M
Blancos.
No. Sondeo 1 2
Profundidad de desplante, (m) * (2.00) (2.00)
Presion Admisible, kg/cm? 2.10 2.37
Presion Recomendada, kg/cm? 1.80 1.80
Profundidad de excavacion (m) (3.80) (3.80)
Profundidad de mejoramiento (m) (1.80) (1.80)
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Determinacion de las amplitudes para los modos de vibracion vertical y horizontal en los

pedestales sobre €l suelo debidas a los efectos dindmicos de la desfibradora y del motor sin

atenuacion por €l amortiguamiento geométrico y visco elastico del suelo.

PR
K

Amplitudes inducidas por la desfibradora

Verticd:
D, ->W. .
4= 7' X i _ 0.30-89.89 — 0.023mm
K, 1160.39
Horizontal:
D.->W .
_"h | _ 0.18 89.89:0.02

Ahd K

h 758.31



357

Amplitudes inducidas por e motor

Vertical:
A Dz XW _032.89.89 _ 0.024mm
M=K, 116039
Horizontal:
D 2 .
_BhZW _019-89.89 0.022mm

Ahm K

h 758.31

Considerando que las frecuencias de vibracion de la desfibradora fd =630RPM vy del motor

f=600RPM son frecuencias de vibracién muy cercanas desfasadas una cantidad 8, podemos

considerar la interferencia de las amplitudes resultando una tercera onda armonica cuya amplitud

depende de la diferencia de fases entre las dos ondas originales.

AAAR
VY

py = Asen(kt—wt+d )

d d
+ P, =2- A-cos—-sen| kt —wt +—
) 2 ( 2)
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Bajo esta condicion, las maximas amplitudes superpuestas para los modos de vibracién vertical y
horizontal resultan ser |as siguientes.

A+ Azm =0.047mm

Ahd + Ahm =0.043mm

Mientras mayor sea € vaor de la amplitud de las vibraciones en la fundacion, existira méas
peligro para las estructuras cercanas. Ademés si la amplitud de la vibracion permanece en el
tiempo, la fundacién puede perder su estabilidad y someterse a un cimiento no uniforme,
poniendo en peligro e trabajo normal de la maquina. En general, no es posible establecer un
maximo absoluto para las amplitudes de vibracion. En primer lugar, los niveles tolerables de
amplitudes disminuyen cuando la velocidad de la maguina aumenta.

De acuerdo con € grafico ambiental adjunto, para los rangos de frecuencias de la desfibradora y
del motor, las amplitudes de las vibraciones verticales y horizontales del sistema suelo —

cimiento, seran perceptibles en la categoria de aceptables.

Existe poca literatura sobre las amplitudes permisibles en vibracion forzada, a pesar de saberse
gue cuanto mayor sean las amplitudes de vibracion, habra mayor exposicion a peligro para
estructuras cercanas, con € riesgo adicional asociado, de que la cimentacion pierda su estabilidad
por reacomodos en la estructura interna del suelo, con el consecuente peligro para la

funcionalidad de las maguinas.

Si bien es cierto que la hip6tesis simplificativa de considerar que e conjunto maquinas-cimiento-
suelo, puede idedlizarse como un oscilador smple inmerso en un semi espacio eléastico
homogéneo e isotropo, € disefio dinamico de cimentaciones para maquinas rotatorias o bien
reciprocantes, reviste algunas complegjidades. Es practica muy generalizada en algunos paises,
establecer criterios de potencia que relacionan € peso del concreto de la cimentacion para cada
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kilo wett de potencia de la maquina. Generalmente se establecen 100kg / kw 0 bien por 6 kg de

cimentacion por kilogramo de méguina, empleando criterios de masas.

Para el presente caso, empleando €l criterio de potencia se requeriria un peso para la cimentacion

igual a 1500HP = 746-1500=1119Kw lo que equivaldria a W =10-1119=112 por |a via del

criterio de masas V\é =3L6-6=180.60 Estas consideraciones empiricas conducen generalmente

aresultados poco confiables.

La mayor complejidad que reviste € disefio dinamico de cimentaciones para maquinas vibrantes,
estriba en primer lugar en el desconocimiento del régimen de perturbaciones a que estara sujeta el
sistema suelo-cimentacion. Muy a pesar de las especificaciones dadas por e fabricante de los
equipos, para los momentos de desbalanceo de sus maquinas, estos datos suelen ser meramente
analiticos. La experiencia indica que los desbalanceos resultan ser mayores debido a las

excentricidades accidentales y ciertas imperfecciones resultantes del montaje de las maguinas.

Otro aspecto relevante que incide en la complejidad de estos disefios, es el desconocimiento real
de las propiedades dinamicas y del amortiguamiento interno para € suelo, considerando que
hasta determinado nivel de esfuerzos, existen incertidumbres para los valores del médulo de

elasticidad y el de Poisson, aplicables en condiciones estéticas.

Es muy importante considerar que bajo condiciones de vibraciones inducidas al suelo de
cimentacion, existe la posibilidad de que alguna de las componentes armonicas generadas por las
méaquinas, coincida con la frecuencia natural del sistema suelo — cimentacion generandose
resonancia con amplitudes de vibracion intolerabl es.

Finalmente debe considerarse que en e largo plazo, las vibraciones inducidas al suelo de
cimentacién, modifique su estructura interna bien sea mediante densificacion de las arenas o de
remoldeo de arcillas sensitivas.

Respecto a disefio del bloque masivo de cimentaciones sujetas a estado de esfuerzos de
naturaleza dindmica por vibraciones de maquinarias, en la mayoria de los casos debido a que los
esfuerzos son generalmente pequefios, bastaria proporcionar refuerzo nominal por temperatura y
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aplastamiento al bloque de concreto, de conformidad con lo establecido en el acdpite 7.12.2.1 del
ACI318

Refuerzos por temperatura r = 0.0014
Para el pedestal soterrado se requiere la siguiente area de acero por temperatura:

Ag =0.0014-503-992 = 698cm?

Asp g = 5:067cm?

Perimetro considerando 10cm de recubrimiento P =2- (493+ 982) =2950cm

698 2950
N =———-=137.75 s=2""" _922cm
5.067 137.75
0,08
| Amplited permisible de |10
vikracion vertical y ;
horfzontal para una
0.02 \ | frecuencia particular de | g5
\ vibracin
¥
= %
E -.E:‘ 1l \C}l ‘E.
5 0005 k-t 3 . g
: &) o g
2 N4, 1! 5
) p i A
L 0.o0g i 3
2 b
£ 2
E -
E N
< L0 E
0008
0.0
0.2 A bR
2‘3@ : b.002
oA ' R
100 200 500 1000 2000 Ste 10000

Frzcuencia (ciclos/ min)

DIAGRAMA A.- Amplitudes Limite
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8.3. Andlisis sismico espectral.

Para los efectos de verificar la seguridad de los pedestales que sobresalen del nivel basa
0+ 0.00 hasta le elevacion 0+ 3.678m sobre los que se apoyan la desfibradora, € motor y €
tambor de aimentacion. Para este andlisis, se considera que los pedestales y los equipos
mecanicos, constituyen un oscilador simple amortiguado, con un grado de libertad en cada
direccién horizontal ortogonal, con su masa discretizada en el C.G del conjunto, y las rigideces
el asticas en cada uno de |os pedestales.

Para |a determinacion de | as fuerzas sismicas inerciales inducidas, seran determinados los efectos
del sitio apartir de lainformacién del suelo donde se construirala cimentacién. Las aceleraciones
espectrales serédn determinadas empleando el espectro de aceleraciones correspondientes al
departamento de Rivas, contando con el software de los espectros sismicos para Nicaragua,

realizado por € Autor. Todos estos andlisis seran realizados de conformidad con las normativas

indicadas en los Capitulos 1, 111, 1V y V del RNC-2007.
Aadddinnasasa
NIVEL +4328¢ g 3 5[
IF Y
nf: Wﬁmﬂ-mw * <\ 4 NIVEL +3.678
L CUURHUaREn 4 NIVEL +3.20

=

%— NIVEL 0.00

& DNIVEL +3.50
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SIVEL <4228 ¢
5 +3.768

y

VISTA EN PLANTA

#— +3.20

4 NIVEL 0.00

4 NIVEL +3.50

Determinacion del centroide en 3D



Coordenada vertical del centroide de pieza compuesta:

~4.789-1.839+5.157-2.45+3.20-1.60 25.561
13.983 13.146

NIVEL 3678 & & i
| b 320

& +1.944 +
( 1 % NIVEL 0.00

Centroide vertical de pedestal ssmple:

_7.356-1.832+0.4514-3.917 15.244
13.983 7.81

=1.951m

SNVEL +4.328 <
STVEL3.G6T8 &

- +1.051

Coordenada del centroide vertical de ambos pedestales.

_179.27-1.944+117.46-1.951 577.665

= =1.946m
296.73 296.73

Zc

=1.944m

363



364

Coordenada vertical del centroide del motor.

Zc =4.328m Wp=116x

Coordenada vertical del centroide de |a desfibradora.
Zc=4328MWwW, =200t

Coordenada vertical del centroide del tambor de almacenamiento.
z =43816m W =4.0c

Coordenada vertical del centroide de las maguines.

4.328-11.60+4.328-20.0+4.816-4.0 156.029

= = 4.383m
35.60 35.60

maq =

Coordenada vertical del centroide combinada pedestales — maquinas.

, _ 35.60-4.383+296.73-1.946 _ 733.464
mag-+ ped 332.33 332.33

=2.207m

NIVEL #4328« L
5 3678 ,F

@ i & 0320
M & ~
\ C(5.62,3.015,2.207)
=
C =K
q: -
T_ﬁ [ 1 4 NIVEL 0.00
4 NIVEL +3.50

Clasificacion sismica de conformidad con @ Articulo 24 del RNC-2007.
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Segun dicho Articulo, € coeficiente sismico se define mediante la expresion:

Vo S(27-3)

c=—Y—-_

W0 Q' .0
Donde &, es la Iso aceleracién definida en e mapa de Isoacel eraciones para Nicaragua, cuyo
valor es & =03l parael departamento de Rivas

El factor de desempefio por ductilidad contenido en & Articulo 21 del RNC-2007, no estipula
valores para este tipo de estructuras, por |o que serd asumido un valor Q =1.5considerando que

se trata de un blogue de cimentacion masivo con baja ductilidad.

15.0
14.0
=)
2 13.0 AN
3 \
\
12.0 %\T&elds
\
N\
11.0 ‘\\

1
-88.0 -87.0 -86.0 -85.0 -84.0 -83.0
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El factor que considera las condiciones locales del suelo en la respuesta sismica, corresponderia
segun el Articulo 25 del RNC-2007, de acuerdo a los gréficos de penetraciéon contenidos en €

estudio geotécnico, suelo del tipo 11, al que seasociaun valor S=2.0

Dvsconcs)

ITHITETE EEE C3E EIE 4R [ —
!I I I ! __-_"_ L Hind Promstos | MBI 1
s
Adrohhies 1 Tacha  BEEN
NN § - | wm = — - .H - Etﬁi ?.!E
o 1:= r-lr |
o | w
B M i
o | .' T I:l
usnssses
) & |m | W K
ZEEE=c
T E ¥ I
a 'Ill L §
[T w (s |me] gy # ' ]
T PR = = 1
o [ | g__’ Il
un [ [ = .
BN, | . el b 31“-_‘ =
i
| s |2 | o I :
w B
LF g w (| B i _: I
" [ Pt =

El nimero de golpes por pie para € estrato de cimentacion, segun e grafico de penetracion
correspondiente a sondeo 2, exhibe valores del orden N=40 El Articulo 25 del RNC-2007,

establece que para rangos de velocidades de las ondas sismicas de cortante, comprendidas en €

intervalo: 180 < V, < 3600 corresponde aun valor de S= 2.0 segin laTabla 2 adjunta:
S

Zona Sismica Tipo de suelo
I I 1l
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El subsuelo del sitio de estudio, segin dicho sondeo, est4d conformado por un deposito

estratigréfico predominantemente limo arenosos y areno limosos, con |P =6

Cliemts | CREJR

iicjhésizlﬁrﬁ:!i‘l e IHHIUHHI::HHIIEHHI!HEH;:::ﬂlll - B

hi'™ 1

MPRETIE W SE O U R
CONMTROL O CALEAE 5 Iw !

HLL-

=B

1]

uUILLl.L.IJuL..---..... I

Seguin la estratigrafia correspondiente a la prueba de penetracion 1, e estrato de fundacion, esta
congtituido por suelo limo-arenoso con particulas de arcilla color gris, a que corresponde un
valor de N=34.

Las velocidades medias de propagacion, correspondientes a las cuatro SPT pueden determinarse

con aproximacion aceptable empleando la expresion de Otha-Goto, segin la cual:

Vg — 69N0-177020¢ ( mj
S
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Donde:
N = Numero de golpes por pie de la prueba de penetracion SPT
Z = Profundidad del estrato (m)

F = Factor detipo de suelo

Tipo de suelo F

Arcilla 1.00
Arenafina 1.09
Arenamedia 1.07
Arenagruesa 114
Grava arenosa 1.15
Grava 1.45

Parael sondeo 2: Vg = 69-400-17.3.800-20.1 05 = 177(Tj
S

Parael sondeo 1: Vg = 69-349-17.3800-20.1 05 = 172(E‘j
S
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— S Cliemts | CREJR
m .- n Proyoets | REALIFACAIN DE ESTUDMMEECTEONICT PARA CIUENTACION DE DESFRSANIA DE AR
5 ACOPLADD CON MEIOR B4 AREA DE FAIRICA, CABLR Buadms Mo, b |
nrYFTn u

."'I--

=B

1]

uUILLl.L.IJuL..---..... I

Los valores obtenidos por esta via para las velocidades de propagacion de las ondas de cortante
en el suelo, serdn comparados con las determinadas segun la conocida ecuacion de la dinamica

del suelo, querelacionalavelocidad con e médulo de rigidez a cortante, y la densidad del suelo.

Tipo de Suelo Modulo de Corte Kg/cm2

Granito 307.944 48 - 38176679
Piedra Caliza 172.955 12 - 318.490 53
Piedra Arenisca 112.194 21 - 240 449 80
Arena Compacia 760,72-131826
Arena medio compactada H68,78 - 1.000 47
Arena sin compactar 38177 - 74596
Arcilla Dura 748,07 - 1.018,75
Arcilla Medio Dura 487 93 - 748,07
Arcilla Blanda 23904 - 487 93

Distintos valores de el modulo de corte G para diferentes tipos de suelos.

Fuente: KRAMER., 5 L. “Geotechnical Earthquake Engineering”,
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t
Paravaloresde G= 750 =7500—F yr= 160 _ 0 16326t&

Cm2 m2 98 m

G =750 _ 7500t r =180 1630615%9" Vg= == 7500
cm?2 m2 ' 8 0.16326

El vaor medio para las velocidades determinadas con la expresion de OthaGoto es

m m
VS=188%>180§ y la velocidad determinada mediante la dindmica del suelo es

m m
Vg = 214% - 1805 por ambos recursos, casos se corrobora que el suelo esdel tipo I11.

El periodo predominante de vibracion para la columna estratigrafica de suelo es

4.-H 1520 : o
s=——=——=0.07seg Correspondiente a un suelo dindmicamente estable,
Vg 214
\Y/ S|2.7- 27,
El valor del coeficiente sismico es entonces ¢ = -0 — ( , aO) _20-27-031_ 0.558
Wy Q.0 1.5.2.0

Rigidez de | as piezas de concreto.
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SNVEL #4328 +
SNVEL3.G6TE ¢

NVEL3.ETS ] -

670°S

1.30 1.00 2.00

Momento de inercia alrededor del ge débil.

3 3
Iy = 5.029-1.30 N 5.029-1.00 _ 1330814
12 2
3E;- | .254. 108
Ky - 03 y _3-254 1.3;%4 10~ _ 20690L
h 170 cm

Para €l pedestal individual tenemos otras condiciones de frontera, por tanto la rigidez es la
siguiente:

| 5.029-2.0°

_ 4
ly =3.352m
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12-Eq-| . . 108
y= g y _12-254 3.3352 10° _ 20534L
h 367.8 cm

Rigidez total Kty = 41224L
cm

2
38233 _ o tSeg

980 cm

Frecuencia natural del oscilador en la direccién débil

41224 rad
Wy =, |~ =348.71-— T, =0.018
YV 0.339 g Y 0

Es una estructuramuy rigida, cuyo patron de desplazamiento sismico es semejante a del suelo.

Para este valor del periodo, obtendremos |a acel eracién espectral correspondiente.

enerador de Ezpectro de Micaragua

REGLAMENTO NACIONAL
DE CONSTRUCCION

Ing. Gilberto Lacayo
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- Datos del Ezpecto

5=2

al=031

C=0.837

SC=1.E74

Omega=2

'=1.05
Cu=0,797142857142857

Tlz] Périodo Aceleracion D [afa)  Aceleracion B [a/g]
0o - 07254 - |02418 -
0.0 T 0.7359 T 02453 B
ooz o 07465 — 02488 =
noma 0.757 02523
no4 07676 02559
0015 077e 02594
noe 07886 02623

07992 02664

0z

[.8097

— [Erafica del Espectro
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a
Aceleracion espectral Sa:g =0.269—>a=254.50

SsY

cm

2
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254.50

= 2.09-10 3cm
348.71

Desplazamiento sismico espectral Uy =

Lafuerza espectral correspondiente es la siguiente Fy=uy -k, = 2.09-103.41224 - 86.16t

Esta fuerza se distribuye en cada pedestal en proporcion asus rigideces relativas.

20534

La pedestal individua le corresponde un factor de distribucion igua a FD = 24

=0.498

Por lo que lafuerza sismica horizontal eslasiguiente: Fy =0.498-86.16=42.916t

El concreto simple resiste Vg = 0.53y/280-502- 254 =1131t =~ 42916t T\ >\,

Para el pedestal compuesto las fuerzas sismicas en cada uno son las siguientes:

1 a3
1 5029130° o
12
5.029-1.00° 4
lyl= T =0.4185m

Los factores de distribucion son:

0.92

FD, = ———=0.69— F =0.69-43.25= 29.84t
1.3398 y

FD., = 24185 031 L F -031.43.25-13.41t
2 1.3398 2y

Laresistenciade concreto para cada uno de los pedestales es.

Vcl =0.53y/280-502-130 = 578.76t > 29.84t

VC2 =0.53v280-502-100 = 445.20t >~ 13.41t

374

Se verifica que debido a las dimensiones de las piezas, € refuerzo requerido para € concreto es

Gnicamente por contraccionesy temperatura.
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