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RESUMEN. 

En este artículo se introduce la familia de funciones distribucionales )(
2

xB 
 definida en (1) y usando 

laTransformada de Fourier se obtienen propiedades para los casos k2,0    y  

,...2,1,2  kk  Usando la Transformada de Fourier, )(
2

xB 
 puede ser expresada como 

combinación lineal de   y sus derivadas (ver, fórmula (27) y le damos un sentido a la propiedad  

)()(
22

xBxB 


  (ver, fórmula (44)) donde el símbolo   significa convolución. En la fórmula (33) 

aparece una nueva expresión para la delta de Dirac ).(x  Por otra parte, se introduce la familia de 

funciones distribucionales )(
2

xM 
 definida en (54) y para )(,2 xEk k  (ver, fórmula (62)) es 

solución elemental del operador  2

2

1
dx

d  iterado k -veces. 

 

Palabras claves: distribuciones; funciones generalizadas; producto de convolución de distribuciones; delta 

de Dirac. 

ABSTRACT 

In this article we introduce the distributional family  B 
2
x   defined by (1) and using the Fourier 

Transform we obtain properties for the cases    0,  2k   and    2k,k  1,2, . . .   Using the 

Fourier Transform,  B 
2
x   can be rewritten as lineal combination of     and it's derivative (c.f. 

Formula(27))and we give a sense to propertie of  
B 

2
x  B 

2

x
 (c.f. formula(44)) where the symbol  

   means convolution. In the formula(33) appear a new expression of Dirac´s delta  x.   

On the other hand, we introduce the distributional family  M 
2
x  defined by(51) and for    2k,Ekx 

(c.f.formula(54)) is elemental solution of the operator 1  d 2

dx2   iterated  k   times. 
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INTRODUCCIÓN 
 

El propósito de este artículo es introducir la familia de funciones distribucionales 
B  definida por (1) y 

demostrar varias propiedades para diferentes valores del parámetro .  Se le da un sentido al producto 

distribucional de convolución )()(
22

xBxB 


  (ver fórmula (42)) .  Usando )(
2

xB 
 se introduce la 

familia de funciones distribucionales )(
2

xM 
 definida por (54) y se obtienen propiedades tales como  

)()(
22

xMxM 


 ,    k

k

dx

d MxMxM 2

2

22

1),()( 
   y además se deduce que )(xEk

 (ver fórmula (61)) 

es solución elemental del operador  2

2

1
dx

d   iterado vecesk  . 

 

En primer lugar, usando la transformada de Fourier y tomando en cuenta propiedades de los espacios  
mO  

y 


cO , )(
2

xB 
 puede ser expresada como una combinación lineal de   y sus derivadas (ver (27)), donde 

mO  es el espacio de funciones de crecimiento lento ([5], página 243) y 


cO  es el espacio de distribuciones 

de rápido decrecimiento ([5], página 244). 

 

En segundo lugar, usando el desarrollo en serie de la función de Bessel de primera clase y usando la 

definición de la derivada k ésima de la medida de Dirac en 21 y  (ver fórmula (29)), se obtienen 

fórmulas para )(xB k
 (ver fórmula (28)), )(0 xB  (ver fórmula (33)) y  )(xBk

 (ver fórmula (38)). 

 

En tercer lugar se obtiene la fórmula (38), donde )(
2

xB 
 puede expresarse en términos del operador 

).()1( 2
2

2

x
dx

d 


  

 

En cuarto lugar se introduce la familia de funciones distribucionales 
2


M  definida por (54) y se obtienen 

fórmulas tales como  


22

 MM  
2

)( 


M  (57), )(0
22

xMMM  


 (58) y para el caso 

k2  se obtiene que 
kE  es solución elemental del operador )1( 2

2

dx

dL   iterado k  veces. 

 

LA FAMILIA DE FUNCIONES DISTRIBUCIONALES  Bx  

 

Sea x  un punto en R  (conjunto de los números reales) y sea )(xBB    la familia de funciones 

distribucionales definida por  

)(2)(
2
1

2
1

2
1

2 xJxxBB









      (1) 

donde )(zJ
 es la función de Bessel de primera clase definida por 

 

 
)1(!

)()1(
)

2
()(

2

2

0 


 

 vv

z
zJ

vzv

v 


  (ver [1])   (2) 

y 

!.)1(        (3) 
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En (2)   es un número complejo y )(z  es la función gama definida por medio de la integral 

 

dttez zt 1

0
)( 



      (4) 

la cual converge para 0)Re( z  ([6], página 52 y ([2]) página 361), donde z  es un número complejo. 

 

Observamos del desarrollo en serie de ),(xJ   que la familia de funciones distribucionales )(xB
 es una 

función analítica entera de .  

 

TRANSFORMADA DE FOURIER DE ).(xB
 

 

Lema: Sea )(xB
 la familia de funciones distribucionales definida en (1) entonces la transformada de 

Fourier de )(xB
 está dada por medio de la siguiente fórmula 

 





















 

01  si 0

01  si )1(

)1(

donde

)}(?{

2

22

2

)1(

)1( 2

y

yy

y

xB
y









    (5) 

para ,..3,2,1   y 

dxxfexf ixy

R
)()}(?{ 

  

 

Demostración: De ([2], página 409, fórmula (9, 2, 14), se tiene la siguiente fórmula 

 

dtetxJ xit.2
1

1
2
12

2
1

)1(.
)(

1
)( 





 






   (7) 

para  

.0)
2

1
Re(      (8) 

Haciendo 
2
1   en (7), se tiene 

dtet

xJx

xit.21

1)1(
1

2

2
1

2
1

2
1

2
1

)1(

)(2






















    (9) 

 

y usando (5) la fórmula (9) puede ser expresada de la siguiente forma 
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.)1(

)(2

.2

)1(
1

2

2
1

2
1

2
1

2
1

dtet

xJx

xit
























    (10) 

 

De (10) y usando (1), se tiene la siguiente fórmula, 

 

).(

}?{ .

)1(

)1(

)1(

)1( 22

xB

dte xittt


















 

    (11) 

 

La fórmula (11) aparece en ([6], página 185 y ([7], página 2). De (11) y considerando (7), se tiene  

 

  .

)(2)())}((?{

.

)1(

)1(1

1

2.

2

2
1

2
1

2
1

dxee

dxexJxdxexByxB

xiyitxt

iyxxiy







































  (12) 

De (12), usando el teorema de Fubini y considerando las fórmulas  

,)(

y

)(

)()(

)(

dxedxezt

dxezt

ztixztix

ztix





















   (13) 

 

se obtiene la transformada de Fourier de )(xB : 

Bxy 
1  y2

  1
,   #   

    (14) 

 

donde 


 )1( 2y  está definida en (5) 

 

Proof  De (14), se obtiene la fórmula (5) y de esta manera se completa la demostración. 

 

EXPRESIÓN DE 
)(

2

xB 
 COMO COMBINACIÓN LINEAL DE )(x  Y SUS 

DERIVADAS 
 

Haciendo  
2
    en (14), se tiene 

B 
2
x 

1  y2
 

2

1  
2


  #   

     (15) 

 

donde  
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).(2)(
2
1

2

2
1

22
1

2

22

2 xJxxBB





 



     (16) 

 

Tomando en cuenta que,  

,)1( 22

mOy 


     (17) 

 

De (5) y (15), se tiene 

 

B 
2
x  Om   #   

     (18) 

 

donde mO  es el espacio de funciones de crecimiento lento (ver ([5] página 243)). 

 

Por otra parte, de ([5],teorema XV, página 268), se tiene, 

 

si T  Om  T  Oc
   #   

    (19) 

y  

si T  Oc
  T  Om   #   

    (20) 

 

donde 


cO  es el espacio de distribuciones de rápido decrecimiento ([5], página 244). 

 

Ahora de (5), (17), (18), y considerando que SOm
  y SOc

  se tiene  

 

SxB 


)(
2
      (21) 

donde S   es el dual de S  y S  es el espacio de Schwartz (ver, ([5]),página 233-234). 

Sea )(yg j  la sucesión, 

 

)1(!

)()1(
)(

2

2

0 




 vv

y
yg

vvj

v

j 
    (22) 

 

tal que )()( ygyg j   cuando .j   

 

Ahora tomando en cuenta el desarrollo en serie binomial de  1  y2

2 ,   se tiene, 

 

,1 si )(
)1(!

)1(
)1(

)1(

2

2

02

2 2















yyg
vv

yy
v

v

v




  (23) 

 

tomando en cuenta 
)1(

)1(

2

22










y
  es una función entera de   ,se concluye que la sucesión (22) converge 

uniformemente en cada conjunto compacto .RK    
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Por tanto, usando ([5] teorema XVI, página 76), la sucesión )(yg j  converge en D  (espacio de 

distribuciones, ver ([5],página 71)), y por continuidad de la transformada de Fourier se tiene, 


v0

 1vy2v

v!m 2

2
v
 

2
v1

   1y2
 

2

1 
2

  gy

 limj gjy  limjgjy

 limj v0

j 1vy2v

v! 
2
v1

 
v0

 1

v!m 2

2
v
 

2
v1

1vy2v.

  #   

   (24) 

Por otra parte de ([6], página 359), se tiene la siguiente propiedad 

 

2x  1vy2v   #   
     (25) 

 

donde ,...2,1,0  y )()2( x  son las derivadas de orden 2  de la delta de Dirac definida por  

 

).0()1(),( )2(2)2(   x      (26) 

 

De (5), (4), (24) y (25), )(
2

xB 
 puede ser expresada de la siguiente forma 

 

.
)1(!

)(
)(

2

)2(

0
2 





 jj

x
xB

j

j



      (27) 

 

PROPIEDADES DE )(
2

xB 
 

1) Haciendo ,...2,1,0,2  kk  en (1) y usando el desarrollo en serie de )),((xJ   

se tiene, 

.
)1(!2

)1(
)(

2
12

2

0

2




 




jkj

x
xB

j

jj

j

k      (28) 

 

Por otra parte tomando en cuenta que  

 )1(
)(

)1(
lim 2)(

12

x
x k

k




 









 (([7], página 2, fórmula 2),   (29) 
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De (5), se tiene, 

Bkx  lim2k
1y2

 
2

1 
2

 limk1

1|y |
2

1


 limk
1y21


 k1  y2 if |y|  1.

  #   

   (30) 

 

De (29), (30) y usando la definición (6), se obtiene la fórmula  

k1  y2  1

2
Bkx 


2 

2


j0

1jx2j

2 2jj!kj1 1

2

.

  #   

    (31) 

 

La fórmula (31) aparece en ([7], fórmula 17, página 3). 

 

2) Haciendo  0   en (27) y usando la fórmula  

 
sin

)1()(




z
zz   ([3], página 3)     (32) 

 

se tiene 

).(

)(

)()(

)1(!

)(
1

0
)1(!

)(
1

0
)1(

)(

0
0

)2(

2

)2(

22

x

x

xBxB

jj

x
j

jj

x
v

x

j

j



 


































    (33) 

 

Esta propiedad significa que 

 

  )()()(
2
1

2
1

1
0 xJxBx

x
  

 

 

3) Haciendo  

2

2

2

2

1



















dx

d
L      (34) 

y usando la fórmula  
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  1|| if 1
0









 




zzz 








    (35) 

donde 

,
)(!

)()1(

)1(!

)1(











 


















   (36) 

 

y  2

2

dx

d  significa 

 

)...(((
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d











    (37) 

 

   veces iteraciones, la fórmula (27) puede expresarse de la siguiente forma 

 

 

   

 .)(

)(1

)()(

)()(

2

2

2

2

2

2

2

22

2
2

22

2

2

222

)2(

2

2

)1(

1

)1(

1

0)1(

1
0)1(

1

)2(
0)1(

1

)1(!)1(

)()1(

0

xL

x

xx

xxB

dx

d

dx

d

dx

d

x

j























































































































  (38) 

 

Haciendo  ,...2,1,0,2  kk   en (38), se tiene 

 

   )(1
!

1
)(

)1(

1
)(

2

2

x
dx

d

k
xL

k
xB

k

k

k  










    (39) 

 

Donde 

 

)1...(1(1(1(1
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d
k









   (40) 

 

k   veces iteraciones 

 

De (39) y usando (16) y (2), se tiene  
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,...3,2,1,2 if )()1(

)1(

)(2)1(

)()1()(1

2

2)1(!

)1(

0

2

2

2

2)1(!

)1(

0

2

2

2

2

2

2

2
1

2

2
1

2

2
1

2

2
1

2

2
1

2

2
1

22
1

2

2

2

2

2





































mmx

x

xJx

xBx

v

x

v

dx

d













































  (41) 

 

Observe que haciendo  0   en (38), se obtiene la propiedad (33). 

 

EL PRODUCTO DE CONVOLUCIÓN ).()(
22

xBxB 


  

 

Tomando en cuenta la fórmula (21) y usando el teorema clásico de L. Schwartz 

([5], página 268, fórmula (7, 8, 5), se tiene la siguiente fórmula 

 

B 
2
x  B 

2

x  B 
2
x.B 

2

x   #   
   (42) 

 

donde el símbolo    significa convolución. De (40) y usando (15), se tiene, 

 

B 
2
x  B 

2

x 

 1y2
 

2

1 
2


.
1y2

 
2

1 

2



 1y2
 

2
 

2

1 
2
 

2


.
1 

2
 

2


1 
2
1 

2




1 

2
 

2


1 
2
1 

2

B 

2
 

2

x.

  #   

    (43) 

De (43), se obtiene la siguiente propiedad  

 

).(
)1()1(

)1(
)()(

2222
22

22 xBxBxB  



 


     (44) 
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En particular, haciendo    2k,k  0,1,2, . . .   se tiene 

 

).(
)1()1(

)1(
)()(

22
2

2 xB
k

k
xBxB

kk  


 





    (45) 

 

De (45) y considerando la propiedad (39), se tiene, 

 

  ).(
!)1(

)1(
)(

)1(

1
)(

22
2

2 xB
k

k
xL

k
xB

k

k

 





 





    (46) 

 

De (46), se tiene la siguiente propiedad, 

 

    ).(
)1(

)1(
)(1)(

222
2

2

2

2

xB
k

xB
dx

d
xBL

k

k

k

 











 





  (47) 

 

Observe que usando las fórmulas (32) y (33) y haciendo  ,...3,2,1,2  kk   en (47), se tiene la 

propiedad 

    .0)(1)(
2

2









  xB

dx

d
xBL k

k

k

k
    (48) 

 

Por tanto de (48) se concluye que  

)1(!2

)1(
)(

2
12

2

0

2




 




jkj

x
xBB

j

jj

j

kk     (49) 

 

es solución homogénea del operador  

2

2

1
dx

d
L        (50) 

 

iterado k   veces. En particular si k  1  ,  B1x  es solución homogénea del operador  

L  1  d 2

dx2
,   donde 

).(
2)(!2

)1(
)(

2

1

2

1

2

2
12

2

0

2
1 xJ

x

jj

x
xB

j

jj

j




 












      (51) 

 

Por tanto de (48), (50) y (51) se concluye que existe una función  y  yx  B1x tal que 

 

)()(
2

2

xyxy
dx

d
      (52) 

 

donde  

).(
2)(!2

)1(
)()(

2

1

2

1

2

2
12

2

0

2
1 xJ

x

jj

x
xBxy

j

jj

j




 












     (53) 
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LA FAMILIA DE FUNCIONES DISTRIBUCIONALES ).(
2

xM 
 

 

Sea )(
22

xMM  
  la familia de funciones distribucionales definida por  

 

)()(
2222

xBaxMM  
      (54) 

donde  

)
2

1(
2


 


a       (55) 

 

y )(
2

xB 
 es definida por (1). Observe que usando (33), se tiene  

).(0 xM        (56) 

 

Por otra parte, usando la propiedad (44), se tiene la siguiente propiedad: 

 

.y    todopara 
222

 


MMM     (57) 

 

En particular haciendo      en (57) y usando (56), se tiene, 

 

).()())(( 0
22

xxMxMM  


    (58) 

Por otra parte de (54) y usando (47), se tiene la siguiente propiedad 

 

   

...

)(.)(

22
1

2
1

2

2

2

22

2

2222

)2()2()1(

)1(

)1(

)1(

kkk

k

k

kk

k

k

MaMa

xBaxBaLML































  (59) 

 

En particular haciendo    2k   en (59), se tiene, 

 

  .0MML k

k       (60) 

 

Ahora tomando en cuenta las fórmulas (34), la fórmula (60) puede expresarse en la siguiente forma 

    ).(1
2

2

xM
dx

d
ML k

k

k

k 







      (61) 

 

La propiedad (61), significa que  

)()( xMxE kk       (62) 

 

es solución elemental del operador  L   1  d 2

dx2   iterado  k   veces, donde  

).(
)(!

)()1(
)( )2(

0

x
kj

jk
xM j

j

j

k 








    (63) 



Manuel A. Aguirre & Marta García 

45 
Nexo Revista Científica Vol. 27, No. 01, pp. 34-45/Junio 2014 

Observe que haciendo    2k,  2k   en (57) tenemos 

 

  )()()( 0 xxMxMM kk       (64) 

y usando (27) y la fórmula  

 
)1(

)1()1(

)(

)(

z

hz

hz

z h









 para h=1, 2,… ([3], página 3)  (65) 

)(
2

xM 
 ,puede ser expresada en la siguiente forma  

 

)(
)(!

)(
.)1()()( )2(

2

2

1
2

x
j

j
xxM jj

j











 






    (66) 

y haciendo    2k,k  1,2, . . .   en (66) se tiene 

 

).(
)(

)(
)1()()( )2(

1

x
k

jk
xxMM jj

j

kk 



 




   (67) 

 

Finalmente de (52) y (53), observe que la validez de la siguiente fórmula 

).(
2

)(
2 2

1

2

1

2

1

2

1

22

2
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xJ
x
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dx
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